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随机过程是现代概率论的一个重要内容，是研究客观世界中 
随机演变过程的理论工具，已在工程科学技术和社会科学方面得 
到了广泛的应用并显示出十分重要的作用.只有熟练掌握随机过 
程的基本理论和方法，才能帮助我们进一步学习现代科学技术，为 
探索科学技术新领域奠定必要的数学基础. 

现在，不仅理工科和经济管理类的研究生开设了随机过程课 
程，而且越来越多的本科专业也开设了随机过程课程.但是，读者 
在学习中普遍感到本门课程概念比较抽象，问题难以入手，思维难 
以展开，学习起来有一定的困难.为了帮助大家克服困难，尽量掌 
握本门课程的精髓和方法，我们编写了本书. 

本书着重讨论了随机过程的基本理论和分析、解题方法.全书 
分为九章，依次为随机过程的基本概念、泊松随机过程、马尔可夫 
链、连续时间的马尔可夫链、随机分析与随机微分方程、平稳过程、 
平稳过程的谱分析、正态随机过程和时间序列分析简介.在编写中 
力求以简明、易懂的语言深入浅出地为读者诠释概念、解析疑难， 
强调了基本方法的叙述与实际例子的演示，努力培养读者分析问 
题、解决问题的能九我们遵照与教材同步的原则，读者可以按照 
学习进度阅读本书，学好随机过程课程. 

由于目前随机过程课程没有一本统一的教材，各种教材内容 
差异较大，许多定理、公式的叙述和写法不很一致，所以我们在编 
写时尽量采用多数教材的提法，在内容上较全面地包容了随机过 
程的基本理论和基本公式.在例题上选用了比较实际的、能加深对 

基本概念的理解的、有助于提高分析问题和解决问题能力的习题. 
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希望能得到读者的认同与欢迎，并对读者的学习有一定的帮助. 

本书在编写过程中参阅了一些作者的有关著作，在此向他们 
致以谢意.本书得以出版，还要感谢华中科技大学出版社领导和编 
辑的大力支持.编辑和出版人员为本书做了许多精细的工作，使本 
书能较好地奉献给读者，是应该得到作者和读者的感谢的. 

由于水平和学识所限，书中错误在所难免，欢迎读者批评 
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指正. 


孙清华孙昊 
2003年9月 
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第一章随机过程的基本概念 


第一节随机过程的概念 


主要内容 

1•设给定概率空间 03， F ， P ) 和参数集 TC ( — co , oo ), 若对 

于每个 e ^ n 和 f 6 了都有一个定义在概率空间上的随机变置 
X ( e ， t ) 与之对应，则称依赖于参数 f 的随机变量 { X ( e , 0 ， f 6 了}为 
随机过程，简记为: H 或 XrWLXitX 参数集了通常为下 
列情形之一 :（_ co , oo )，（0, oo )，（.》，一2，一 l ，0， l ，2，》0，{0， l ， 
2,… }，[ a ，6]，( a ，6) 等. 

2 . 通常将参数 集了称 为参数空间， X ⑴所能取的一切值的集 
合 J 称为状态空间(或值域 ). J 中的每一个元素称为状态. 

3. 随机过程依其在任一时刻的状态是连续型随机变量还是离 
散型随机变量分为连续型随机过程和离散型随机过程.它们的时 
间参数都是连续的. 

状态连续、时间参数离散的随机过程称为连续随机序列，状态 
离散、时间参数离散的随机过程称为离散随机序列. 

4. 给定随机过程 { XU ) T } ，对任一固定的 q e 了，分布函 

数 ) = P { X (^ )^ x x } 6 R 称为随机过程 { X (0 ，设 了} 

的一维分布函数.使 

F l (x l ,ti) = fix l —OO < J ： <； CXD 

J — oo 

1 



t 


的非负二元函数称为随机过程 uw ， teT } 的一维槪率密度函 
数，简称一维概率密度. 

类似地，肖时间 t 取 n 个数值 r :，…， k 6 了时，72维随机变 
量 Uh) ， x(〖 2 ) ，…， )} 的分布函数为 

(工 1 ， x 2 ， …， 心） 

^ PiXiOKx , , X (? 2 )< x 2 ,-, X (^)< xJ , 

— ooOj , x 2 ，…， X„<oo 

称为随机过程 {x ⑴ ,ter}Mn 维分布函数.使 

F „( X ! ，: r 2 ，…，，尤 2 ，•••“„) 








rx 


n 


fix x jX z ，… jt 2 5 …，心） dxidx 2 ".dr” 


成立的非负函数 /(A ， j : 2 ，…， q ，…，称为随机过程 
{x ⑴ ，(eT} 的 72 维概率密度. 

随机过程 <Xa ),£6 T} 的一维分布，二维分布，-, n 维分布的 
全体称为随机过程 {XU) T} 的有限维分布函数族. 

5. 随机过程的有限维分布函数有下列 性质： 

(1) 对称性对（1，2, …， n) 的任一排列 (ji，j 2 ，…，九)有 


Fn^l ，工2,…，“2，…，4 


F n^i x ，工 j 2 ，…，工」 


it 


h 


，巧） * 

J n 


(2) 相容性对任意 m < n ，有 


F n (x x ，工 2 , 


• • * 




，龙 2 ， …， ，^ntH 


t 


n 


=F m (x! ，: c 2 , …，工，匕，… “m). 

.特征函数设有 


<piui jU 2 


& W2, … ，匕 


£[ >4^ X 02 )如、功” >] 


roo 


roo 


e K %知内七， 七力 dP ； ( x ” : r 2 ，…， a ; Q ，…，匕） 




称 {々(Ui，W 2 ，…，，匕，…， L) ，f 2 ， 

程的有限维特征函数族.其性 质有： 
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丁，72>1}为随机过 




(1) 对称性对(1，2,…， w ) 的任一排列 (/， j 2 ，…，九)有 

< piu x ， w 2 ，•••，〜，£ 2 ，•••，《”） 

= …， 1 VW …，气 )• 

(2) 相容性对任意 m<« ，有 

9 ^ u i ，叫，…，、，。，…，。々 ，匕 ，… ，‘， ^^，…， t „) 

= 9( M 1， W 2, …，，••_，‘）. 

有限维分布函数族与有限维特征函数族互相唯一决定. 

7. 存在定理(柯尔莫哥洛夫定理）若分布函数族 

，工 2 ， ... ， x n ;G ，之 2 ft z r-,t„^ ： T ； n^l} 

满足对称性和相容性，则必存在一个随机过程 {XG)，f 6 了}，使该 
分布函数族恰为该随机过程的有限维分布函数族. 

8. 设 u ⑴ ,y(o,£e 了}是二维随机过程，则称 
(Xh)，X(G)，...，X(U ;Y(0，Y(V) ,...，Y(0) 

的联合分布函数 

F n ,m (^i ，工 2 ， ••• ， 工 ” A ， : y2 ， … ， : y m W ， … ， C) 

= P { X (^) < , XU 2 ) < x 2 , »•, XU n ) < x „ ； 

，抑 2 ) < h ，… ， Y(0 < 3U 

为二维随机过程的 n+m 维联合分布函数.相应的 n-hm 维概率密 
度函数为 

•/" n-m (工1，工2， •• • ’ 工”； （1 ， (2 ， •• •，尤 n ; M ，3^2， •’• ，3^7>1 ; 之1 ，亡2，•’•，尤 m ) 

_ d F n , m ，…， ， g 2 ，...，4;： yi ， y 2, …，，…， 

d ^i d ^ 2 …私 ^ 办 2 • • . dy m • 

疑难解析 

1. 怎样理解随机过程？它与函数及随机变董有何不同？ 

答 （1) 随机过程将普通函数的概念从实数与实数的对应关 
系推广到实数与随机变量的对应关系.对普通函数而言，当£6丁 
时，总有一个确定的实数 x 与之 对应; 而对随机过程而言，当圯 T 


时，与之对应的 x ( e ，0 是一个随机变量. 

(2) 随机过程是随机变量概念的推广.随机变量是在固定时 
间^上的试验结果，是一个数的集合;而随机过程是在了上的 
试验结果，是一个时间函数的集合.当 t 固定时，随机过程就成为 
一 个随机变量. 

(3) 随机变量 XO ) 是定义在 D 上的函数,对每个 eGD ， 都有 
确定的 x 与之对应;而随机过程当 een 时，对应的 X ( e ，0 又是 t 
的函数，称为样本函数或样本曲线(或轨道，或现实).所以，随机过 
程将随机变量概念从 e 与实数对应推广到 e 与实函数的对应. 

⑷随机过程是一族随机变量 ，了 中有多少元素， X ( e ， 0就含多 
少个随机变量.随机过程又是一族样本函数，每一 een 对应一个样 
本函数，13含多少个基本事件，随机过程就有多少个样本函数. 

2. 随机过程对参数集 T 有何要求？ 

答随机过程定义中的参数集了可以是时间集也可以是长 
度、重量、速度等物理量.随机过程本来通称随机函数，当参数集 T 
是时间集时称为随机过程，但现在将参数不是时间集的随机函数 
也称为随机过程，对参数集了不再有时间集的限制. 


方法、技巧与典型例题分析 


本节主要是理解概念、辨析定义，通过例题区别随机变量与随 
机过程，学会构造随机过程. 

例1利用重复抛掷硬币的试验定义一个随机过程 


COS 丌 f ， 

則= L 


出现正面， 


出现反面， 


—— oo 〈 £〈 OO. 


出现正面与反面的概率相等.求的一维分布函数 F ( x ， l /2) 


和 FU ，1)， X (0 的二维分布函数 

解以随机变量 Y 记抛掷硬币的试验结果，则 
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y _ 出现反面， 

_ i 1，出现正面. 


且 P{Y = 1} = P{Y =-1} = 1/2. 

(1) 当 t ^ l / 2 时，若 Y=l， 则 X(l/2)=cos(7c/2)=0 ; g 
— 1，则 X(l/2)=2 - (1/2) = 1. 于是 
F x CxJ/2)=P{X(l/2)<x} 

= p { xa / 2 ) I y- i}P{y = i} 

+ p { X ( i / 2)<x I y — i > P{y =- i } 

<0 , 工 <0, 

1/2， 0 ^ x <C 1, 

. 1 ， 1 

类似可得 F x ( xA )= P { X ( V < x } 


'0, 

x 〈一 1 ， 

4 1/2, 

— l^x<C2, 

、 1 ， 

2^z, 


(2) 当 时，若 Y=l， 则 X(1/2) = cosk= — 1; 若 7= — 1， 

则 X(l/2)=2. 1=2. 于是 


F x (x a ,x 2 ； 1/2,1)= P{X(l/2) <^^(1) <工 2 } 


0， X : < C [ 0， JC 2 9 

0， x x ^ 0 ^ x 2 <— 1， 

= <1/2，0 < 々 < 1，2 < x 2 ， 

1/2， x ! 〉1， 一 1 < ： c 2 < 2， 

L 1 ，工 1 1 ，文 2 > 2* 

例 2设有随机过程 XU) =A+ 孜，00,其中 A 与 B 是相互 
独立的随机变量，均服从标准正态分布.求 X(0 的一维和二维分布. 
解 因为， V 固定的 f6：T，；f(0 是正态随机变量，故 

E[X(f)] = ECA )+ E ( B)t = 0, 


D[X(0] 


= D(A)+D(B)f 2 = 1 + t 2 
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所以， X ⑴服从正态分布 JV(0，l+f 2 )， 从而也是随机过程 XG) 的 
一维分布. 

其次，V 固定的 q ,i 2 6T,X(^) ,X(^ 2 ) = A+JBr 2 , 

则依 n 维正态随机向量的性质， (X (^) ， )) 服从二维正态分 

布，且 

£[ X (^)]=0, E [ X ( r 2 )]=0, 

D[X(6)] = 1+沁， D[Xa 2 )] = 1+4， 

cov ( xa 1 ), xa 2 ))= E [ xa 1 > xa 2 )]= i + i ^ 2 . 

所以，二维分布是数学期望向量为 （o,o ), 协方差矩阵为 

m 

「 l+d 1+ M 2] 

, , 2 的二维正态分布. 

t 2 l + r 2 _ 

例3设随机过程 X(f )= XcOS^ (― 00<£<CO)， 其中出为 
常数，X是服从正态分布的随机变量，£(；0=0，1)(；0 = 1.求 
Xdt ) 的一维分布密度函数和协方差函数. 

解 E[X(O]==E(X)cosa；f=0, 

D [ X ( f )]= D ( X ) ( cosc ^) 2 = ( cosc ^) 2 ， 

故 {X ⑴ T} 的一维分布函数为 JV(0，（cosc^) 2 ). 

协方差函数(见第二节)是随机过程 {XU) 在任意两个 

时刻6和~时状态 x(o 和 X(i 2 ) 的二阶中心混合矩 

C x (q ) = £：{ [X(q ) —化 i)][X(f 2 ) — % )]} ， 

其中 ^(0=£^(0]=0, 

故 C x {ti it 2 ) = EC(Xcosa>fi)(Xcoscoi 2 )] 

= E { X 2 } cOScotiCOSa } t z = COSct ) t 1 COScot2 » 

其中 £(X 2 )=D(X)-[E(X)] 2 = 1-0=1. 

例 4 设随机过程只有两条样本曲线 

Xitjcoi ) — acostf — oa 〈 t 〈 00 ， 

X(tj<o 2 ^ — acos(/ + 7c) =—acosi, 一 oo < £ < oo ， 

其中常数 a>0,PCw ) =2/3 ， P(a； 2 ) = 1/3 .求 X(r) 的一维分布函 
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数 FCjcM ， F(jc ， k/4 ) 及二维分布函数 fXx! ， jc 2 ;0,7t/4), 
解如图 1.1 所示，取 o ；。 为 i.X(O ) 的可取值为 


X(O^oji) = acosO = a, X(0 ， a； 2 ) = — acosO 

jo i 



X ( t ， a >2) ^ COs ( cc >2£ + JT ) 



图 1.1 

而 P{X(0) = a} = P(coi) = 2/3 ， 

P{X(0) =—a> = P(co 2 ) — 1/3. 

( Of a ， 

故 F(x,0)—< 1/3 ， ~a^x<ia 9 

、 1 ， x ^ a . 

类似地， XGt/4 ) 的可取值为 

X(tt/4,£Oi) = acos(3r/4) = \/2a/2, 
Xin/Afcoz) =—acos(;c/4) =—V2a/2, 

0， jc <— y ^ a /2， 

故 F(j: ， 7c/4) =] 1/3 ， 一 ^f2a / Z^x <^/2a / 2, 


I 1 ， x>j2a/2. 

对于二维分布，随机向量 (X ⑻ ， X(k/2 )) 可取值为 

(X(0,a>i) »X(ir/4,£u x )) = (a,72a/2) , 

(X(0，£tf 2 ) ， X(it/4 ， w 2 )) = ( — a, — j2a/2). 

而 P{X(0) = a,X(7t/4) = v^2a/2} = P(coi) = 2/3 ， 

P{X(0) =—a ， X(w/4) =—yf2a/2) — F(oj 2 ) = 1/3* 
F(x 2 9 x 2 ;0 ， tc/4) 


故 




0 , 


1/3, 



x x < i — a 或 x 2 <^ — 42 a / 2 ^ 

— a\J — ^ f 2 a / 2 ^ x 2 < Cj 2 a / 2 ? 
― a^x x 〈a U 工 2 ^/2a/2, 

j：!>a 或 x z ^/ 2 a / 2 . 


例 5 设随机过程 XiO = AcostaeKA 是随机变量，概率分 


布列为 


A 

1 2 3 

P 

1/3 1/3 1/3 


求:（1) 一维分布函数 F ( x ，7 c /4)， F ( x ,7 t /2) ; 

(2) 二维分布函数 PXxpXyOj / S ). 

解 （1) 因为 X ( Tr /4)= A C os (7 r /4)=7 L 4/2, 可取值为 V ?/2, 

72,3 V ^/2( 将 A 代入即得），而 

P{X(7t/4) = \[Z/2) — P{A = 1} = 1/3 ， 

P{X(7t/4) = y[2) = P{A = 2} = 1/3 ， 


P{X(7t/4) = 3V2/2} = P{A = 3} = 1/3. 


故 


F(x ， 丌 /4)=-< 




0， x < V 2/2, 

1/3 ， V2/2<x<V2, 
2/3 ， ^<^<372/2, 


x ^ 3 V^/2. 



因 XW 2 )=-Acos(k/ 2 )= 0 . 只能取 0 值，故 


F(x,7t/2)= 



x <0, 

x ^ O . 


(2) 因为，由 

F(xi 9 jo 2 ;0 ， tt/3) = P{AcosO ^ ,Acos(k/3) ^ x z } 

= P{A < & ， A/2 < ： r 2 > 
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= P { A <^ n A <2 x 2 } 

(PiA^x^ ^ x x <2 x 2 ， 

^ P{A < 2: c 2 } ， 2 jc 2 〈: 

所以 

F<ix x ’:c 2 ;0 ， ?r/3) 

0， x x ^ 2 x z ，： r ! < 1 或 2 x 2 < x x , x 2 < 1/2， 

1/3 ， X\ 《 2x” 1 < < 2 或 2 工 2 〈 x! ， 1/2 ^x 2 <i l ^ 

2/3 ， Xi ^ 2x z , 2 < <C 3 或 2 工 2 〈工 ” 1 ^ x 2 <3/2 ， 

1 ， Xi ^ 2x z ，工 ！ > 3 或 2 ： C2 <C x x ^ x z ^ 3/2. 

第二节随机过程的数字特征 

主要内容 

随机过程的数字特征是利用随机变量与随机向量的数字特征 
进行定义的. 

1. 随机过程认⑴ ，斤 r } 在每一时刻 ter 的状态是一个随 
机变量，它的数学期望与方差都是 t 的函数，分别称为随机变量的 
数学期望 (函数)与方差(函数). 

随机过程的数学期望(均值函数） 

^^(£) — £[X(0] = xdLF(jr ， /0 ， t ^ T 

J —oo 

为连续型时， / U x (0 二 xf ( x 9 t ) djr ^ t ^ T . 

// x ⑴表示 X ⑴的所有样本函数在时刻 f 的理论平均值. 

随机过程的方差函数 

D x (t) = D[X(0] - EilXCt) -/u x a)] 2 } , te t, 

而 qG )= VB ^ y 称为随机过程的标 准差. 它们描绘随机过程 
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X ⑴在时刻 £ 对/ / x ( t ) 的偏离程度. 

而 A (0=£：[ X 2 ⑴]称为随机过程 X ⑴的均方值函数.显然 
D x (£)== E [ X 2 (0]-[ E ( X (0)] 2 . 

2.对任意两个固定时刻与 X (~) 是两个随机变 

量，其线性关系的密切程度用相关系数 〆 G ，~ ) 表示，即 

. 、 _ CovCXCt ^^ XC ^)) 

p l9tz — ，取 7 ； y]yDrxCT 

R x ( t l jt 2 ) — E [ X ( ii ) X (^)] = x x x 2 f ( x 1 ix 2 ^ t z ) dx x dx 2 

J — oo 

称为随机过程 X ⑴的自相关函数，简称相关函数 .Cxh 4)= 
Cov [ x (^) ， )]=£{ [ x ( h ) — " x (g ) ] ixdh )-^ x a 2 )]> 
称为随机过程 x ( o 的自协方差函数，简称协方差函数.有 


C x (h ^z) =尺 x (， i ， G ) _ " x (0" x (心） • 

3. 给定二维随机过程 { X ( G ，了},若 


F{x l ,x 2 ^-,x n ； t l “”… 心义， :^ ， … ， : y m ; W ，…， 

= FiCx !， X 2 ，…， XM ，尤2，…， OFJm ，: V 2, …，: ym “ i ’，，2’ ，••_“：）， 

称随机过程 X ⑴与 Y ⑴相互独立. 


尺 xy ( 艺 1 ， :2) = 艺 2 )] ， ^1 ，之 2 e 了 

称为随机过程 x ( t ) 和 Y ( t ) 的互相关函数. 

Cxy(^ ,£ 2 ) = E{[X(ij) — G T 

称为随机过程 x ( t ) 和 YXO 的互协方差函数， 


Cxy ( 尤 1 ，广 2 ) 


roo 


广 OQ 


[x — ^(^)][^ —“2)如办， 


R 


xy “1，丈2 ) 


roo roo 


xyfix . y ^ “ 2 ) cLcd ： y ， 


且有 (^i ，广 2 ) = 只 xy (6 ，〜） — 户 x(“ 〉 "Y(( 2 乂 

若 ^ XY^l itz ) = 0 

或 只 xy (’1 ，亡 2 ) (,i )AV (〜 ） ， ^^2 ^ 

则称随机过程 X ( r ) 与 Y (0 不相关. 
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4. 若随机过程与 y<o ae 了)相互独立，则 xu ) 与 yco 
不相关.反之，不一定成立. 


疑难解析 

1. 为什么要引进随机过程的数字特征？ 

答虽然随机过程的分布函数族能完善地刻画随机过程的统 
计特性，但在实际问题中往往由于资料不全而难以得到，而且，事 
实上也不总是需要了解随机过程的全部概率特性的.因此，引进随 
机过程的数字特征可以使实际问题的处理变得简便，从而满足我 
们的需要. 

2. 怎样确定两个随机过程的独立性？ 

答随机过程的独立性是用分布函数来定义的.如同确定两 
个随机变量的独立性一样,对连续概率分布情形，两个随机过程 

x ⑴ ， y ( o 相互独立的充要条 件是： 

( 1 ) 

(2) 对于 t ， 〆 ， 有 /( Ky ， 〆 ） ( J ， 〆 ）， 其中 
/ x 0 c ，0 和 / y ( y ， 〆 ) 分别是 X ⑴和 Y ⑴的 n 维和 m 维分布密度. 

3. 相关函数有什么性质？ 

答 （1) 对称性 ^)=^(4，^)； 

(2) 心 (6 ， G ) 是非负定的，即 V 和 A ， r 2 ，…， r „ e r ， 及 

n n 

任意复数々，々，".，〜，有22^(〜9)#,>0.事实上 

k=^i >=i 

n n 

只 X(Tk f V; ) i 

k^l i=l 

- i ^ i ^ ElX ( r i ) X { T j ^ z k z J = E [ f ] X ( T k ) z k i ] XCT j ) z j ] 

k^\ ) — 1 A = 1 y = l 

= £[|SX(r fc )^| 2 >0. 
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这两条性质对协方差函数同样成立. 

方法、技巧与典型例题分析 

在计算随机过程数字特征时，除了利用定义外，还应该把握好 
随机过程与随机变量的关系，利用随机变量的数字特征的计算方 
法与技巧. 

例1已知随机过程 U ⑴， f n 的均值函数& (/) 和协方差 
函数是普通的函数，求随机过程 Y(Z)=X(0 + 
的均值函数和协方差 函数. 

解因为〆0是普通函数，有 E[p00]=9 ⑺，故 

= E [ X ⑴] + E [ 9 ^)] = 化 ( 0 十 9 ( 0 ， 

Cyit^h)^ Eioat,) ~ /^ooTYih) 

=—~(( 2 )]} = CAh ,t 2 ). 

例 2 设有随机过程 X(i) 和任一实数 X ， 定义随机过程 

彻 = { U )< x ， 

!0， X ( i ) > x. 

证明 : & ⑴和尺 yC^ ， t 2 ) 分别是 X(0 的一维和二维分布函数. 

证设 x(0 的一维和二维概率密度分别为 A (: c，i) 和 

(工!，工2 “】，广2 ) ，则 

~( 0 = £[ Y ⑴ ] =厂 y ( OfU , t)dx 

J — oo 
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f 2 (a: l fX2 ； t l J t 2 )dx l djo 2 = ,x z ;/ 2 ， 4 乂 




若考虑到对任意的是离散型随机变量，则有 
^ y (r)=E[Y(0] = l - P{Y(0=1}+0- P{Yit)=0} 
=P{X(i)<x}=F 1 (x,i), 
Ry(t 1 a z )=E[Y(t l WCt z )^ 

=1 • 1 . P{Y(f 1 ) = l,Y(i 2 ) = l} 

+i.o. p{y(i 1 )=i,ya 2 )=o} 

+o • i • p{y(i 1 )=o,ya 2 )=i} 

+o • o • p{y(^)=o,y(^)=o} 

= P {XC^I )^^ 工 1 ， X"(f2 )^^ 工 2 } =: jp2 »J：2 ，之 2 )• 

例 3 随机过程 XG ) 

的样本函数的图像是周期 
性锯齿波，其两个典型样本 
函数的图像如图 1. 2所示. ° To 

每个样本函数的形状相同， 

将 t ^ Q 以后的第 一 个零值 
时刻记为: T 。. 设乃是一个 
均匀分布的随机变量，有 





其它 • 


图 1.2 


求 X ( i ) 的一维密度函数 / x ( x ). 

解由图示的三角形关系式得 


X{t) — ~(T — T 0 + i) , — T + T 0 ^.T 0 , 


其中 


T 0 = T-T/A - X(0+^=/(X). 


于是 / x (^)=/ r 0 [/ U )] 


dr 


1 /Ay O^r^A ， 


0, 


其它 


例 4 设有随机过程 { X ⑴，把 T } 和常数 a ， 试以 X (0 的相关 
函数表示随机过程 Y («)= x ( f + a )- x ⑴，斤了的相关函数. 

解依定义有 
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=E[X(f 1 +a)X(i 2 +a)]-E[X(f 1 +a)X(i 2 )] 
- ElXCt , ) X ( r 2 +«)]+£[^(^ ) X (^ 2 )] 

+a^ 2 +a) — R x (“ +a ， ) 

~ Kx( £ i ft z ^\- a )-\- R x Ui ， t 2 \ 

例 5 设 ZQ) = X+Yi，一c«<a<co .若已知二维随机变量 


( X ， Y ) 的协方差矩阵为 


' 2 

(A p 
Lp <A 

解依定义，利用数学期望的性质可得 


，求 z ⑴的协方差函数. 


Cz (^ i ，玄 2) 


- EjCX + yq ) — (〜 +"/ 1 )][( X + Yr 2 ) — (〜+/^ 2 )]} 

= E{[(X — /jt x )~h(Yt l —JUyt 1 '}3[(X — /I x )+(Yt 2 —JUyt 2 )3} 

=E[(x- Atx )(x- A£x )]+£：C(x- / i x )i 2 (y- / / y )] 

+£[6 (Y-jUy) (X— 〜 )] +E[m 2 (Y- My ) (Y-^ y )] 

== ^xx - ^'^2^xy^ - ^i^yx~^"^i^2^Ty =ty i + ( 尤 l + 艺 2 ^ 

例 6 随机相位正弦波 XG)=acosU 0 f+ 步）， 一 00<Ct<C°°9 
其中 a，a> 。是正常数 . 0是在（一 7c，7t) 内均勻分布的随机变量.求 
X⑴的概率密度函数、均值函数、方差函数和相关函数. 

解因为少的概率密度函数为 

( 1/ (2tt) » _ 兀 < 炉 < 兀， 

~ = k 其它， 

所以 ：a) 依特征函数定义，有 

广 oo 

<p x M = E[e JwX(r) ]= e^/ x (x)dz ， ① 


故 


9 x M = 


COs(tyH^P) 


] 




j va co$C^f+4>) r/ N ! 

e f{<p)a<p 


«r 


2 ^J 


■AT 


\va oos(to ，+^) 」 

e 6 <p 


h w 


rxhat 




iva cosy T 

e d ： y. 


依积分性质，若& (Z) 是周期为了的周期函数，则 
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T/ 2 ^a r T /2 

ip x (t)dt = 9 X (t)dt. 

- 772 十 Cl j -T /2 


故 


— 卜 i 


jTacos^y 


dy 


-T /2 


m a 

J — 


dLr 


② 


ttV a 


比较式①和式②得， X(t ) 的概率密度函数为 


A ( 工 ) 


nv a 


0, 


x I < a ， 

其它 . 


注意有的教材将 p 写成 M 写成 u 写法不同，实质是一样的 . 
(2) 依定义，得 


= EZacosdcot + 少 ) ] 


IT 


acos ( ajt ^^)-^ d < p = O f 


Rx^i “ 2 )= a 2 E£cos(ajti + 0)cos(cot 2 + 少 )] 


2 


K 


2^cos(<y^i +9)cos(a>£ 2 + <p) d<p 


=a 2 /2 * cosco (t 2 — 匕 ）. 

(3) 令 ^= 62 =^，则心(^)=^ 2 /2,得 
a x {0= D[X(f)] = EilXit) —" x (t)] 2 } 


= E[X 2 (t)J-ju x a) =R x (t,t)-0 = a 2 /2. 

例 7 设有两个随机过程 X ( i )= Asin ( w f + 幻与 Y (0 = 
jBsinUi +士飞) ，其中 A , B , co,<p 为常数， (9 为 [0,2 tc ] 上均勻分布 
的随机变量 . 求 PxyhA). 

解设~<0 2 ，则 

只 xy ( h ， t 2 ) = E [ X ( OY ( t 2 )] 

^2 tc 1 

= AsinG^h -j-0)Bsin(wt 2 +6 — <p) ^rdd 

J 0 Ztc 

AB 

= 飞 ~ sinCcy^j +^){sin(aiii -^d)cos{jvit z — t x ) 一 - cp] 

乙 TC J 0 / 

+ cosCaj^i + 沒 ) sin[a> ( 艺 2 — t x ) — 
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AB 

2 tc 




cos[o; ( 亡 2 — ( 1 ) — sin {(oti + 0) 


2tc 


2« 




+ sin[o> (£ 2 — ti) ~ p]j sin(o>(i + 0)cos(a>£i 十 ff)dd 


2 


ABcos[a» ( t 2 — ) ~ < p ]* 


第三节复随机过程 


主要内容 


1. 设 x(/) 和 y(o 为实随机过程，则定义复 { 值）随机过程为 
Z ( t )-= XC 0 ~ hjY ( 0 . 

2. 复随机过程 2(0 的概率分布可以用二维随机过程 
(XCO ,y(r)) T 的所有 n+m 维分布函数或分布密度给出. 

复随机过程 ZG) 的数学期望为 

= £[Z(f)] = fjL x (0 +j^y(f)> t Q T , 

复随机过程 Z(r) 的相关函数为 

R z Ui >f 2 ) = E ^ ZCty ) Z ( t 2 ) 3 * t \ it 2 6 T . 

复随机过程的协方差函数为 
C z { t ,, t 2 )^ E {[ Z ( t , LZ ( t 2 ) -} 


= i ?2 ((1 ，亡 2 ) _ "z (亡 1 ) 户 Z (亡 2 ) ， “2 ^ ■了 

Z(0 的方差是非负的实函数，为 


D z ( t ) = E | Z(0 - fi z iO I 2 = C z (“t). 


Z(0 的均方值也是非负的实函数，为 


^ r z ( t ) = E | ZU ) | 2 =i? z (i,0. 


3. 对两个复随机过程厶⑴和 Z 2 ( 0 ，定义 

( 亡 ” 亡 2 )二 E[Zj (f] )&( 之 2 )] 
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为互相关函数， 

C z z 9 Ui ，/ 2 )= Cov[Z(r 1 )Z(£ 2 )" 

1 b- 

=£{ [ 厶 iz~a 2 ) - ju Zz (t 2 )] > 

为互协方差函数. 1 2 

疑难解析 

为什么要引入复随机过程？ 

答引入复随机过程既是数学上的推广，也是工程技术上的 
需要，因为有时把随机过程表示为复数形式会更加方便.例如，许 
多有关谱函数的运算要用到傅里叶变换，其中就需要复数表示式. 

一般地，设 x ⑴是一平稳随机过程，其希尔伯特变换为 X ( t ) ， 
则实随机过程 X 0) 的复表示定义为 X ( t ) = X ( t ) - fjX ( i ) ，其中 
X(0=ReX(0. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1设4服从 N (0， d ) 分布，氏为常数，々=1，2,…， N ， 各 


N 


A k 相互 独立. za ) = 2^^ r ^ eT =[ o , i ] 是复值随机过程， 


k 


求⑴和 


N 


解因为2⑴的实部 X ( t ) = J ] A k cQsd k t 和虚部 Y ⑴ 


k 


N 


^ A k sind k t 都是正态分布的线性组合，所以 Z ⑴也是正态随机过 


k 


程.故 


fx z it) = E[Z (£)3 = E[Xa)] + jE[Y(t )3 = 0 , 

£ 2 ) = ElZCh ) zaj] = E[(f^A t e^ )(ZA^ 


k 
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N 


N 








kU 


k 


当 


h 时，因为 fx z it )^ Q , C z it x 5 ^) = ^ z (^， G ) ，所以 

Dizm - 


k 


例 2 证明: 


(1) ^(r)-E[X(t)X(i-r)]-2[J? x (r)+ji? x (r)]; 

(2) E[X(t)X(i-r)]=0. 

证 （1) 依随机过程的相关函数定义，有 


因为 

故有 


^( r )= JE [ X ( OXa - r )] 

= E{[X(0+ jX(0][X(£ 一 r ) — ]X{t -t)]} 

=JR x (r) +_R 父 （ r) + jK 兒 ^(r) — 迟 x? (r). 

Rx^M = —R x (T) = —Rt x M ， 


£[X(£)X(^-r)] = 2[^ x (r)+ji^ x (r)l 


(2) 计算 

ElX(OXdt- r)]= E{lXU) + jX(0][X(£-r) + )X{t- r)]} 


因为 


所以 


= R X M ^rRxM + j % x ( r ) 

只欢 （ r) = — 货 x (r) = —R^xM, 
尺 X ( r )= —尺 x ( r ) ， 
E[X(OX(i-r)] = 0. 


例 3 定义复随机过程 x ( z ) =170)， 其中 Y 是一个均值为 
零的实随机变量，而 / U ) 是一个确定性的复函数.求 X (£) 的数字 

KXt+ 0 ) 


特征(设/(0 


\ 
KJU+© 


一 ce 

■ V 

解 若 f(t)=ce 

E [ X ( r )] 


KXt+&> 


，则 

= E[Y^ce sat+e) = 0 , 
E[X(£ + r) X(0]^ £[y C e iCA<HxW] Yce^ a ^ 


其中 


a 


E[Y 2 ~] 

E [ Y 2 ^ 


c 2 e ttr 
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第四节常用的随机过程 


主要内容 

1. 设 x T -={ xu),te t } 是一个(复值或实值)随机过程，若对 
于每一个〖€了，都有 £[ ix ⑴ | 2 ]< oo ( 即二阶矩存在），则称 Xr 

为二阶矩过程. 

r x Uf )=( x ( r )， x ( s ))， ue:r 称为二阶矩函数. 

二阶矩过程 Xr 的均值函数 m ( i )= E [ XU )] 总存在.一般都 
假定 mU )=0. 这时，协方差函数化为 

c x (s,o = e[x(5) xo)], s，te t. 

二阶矩过程的协方差函数有以下 性质： 

(1) 协方差函数 c x ( w ) 具有埃尔米特 ( Hermite ) 性，即 

CxCstO = Cx(i*s) f s，td 

若二阶矩过程是实的，则 X ⑴是实值随机变量， c x ( s ， d 是对 
称函数，即 C x O ^)= C x O ， s ). 

(2) 协方差函数 C x ( s ， f ) 具有非负定性，即对任意有限个 h ， 
G ，… A e r 和任意的普通复函数 WO 6 7%其埃尔米特二次型 

n n 

^2 Cx(h ^ 0 . 

2 . 设 X T = U (^ ，吒丁}是一个复值二阶矩过程，若对任意的 

广1 ， G ，^3 ， G G 了，且 9 有 

E{LX(t 2 ) - XU^CXCO - XCt^2) = 0 , 

则称 X ⑴是正交增置过程. 

正交增量过程的协方差函数可由其方差确定.有 

C x {s,t) = R x Cs^t) = tr^(min{s ， r}). 

对于零均值的正交增量过程 X T ={ X (0, 0,6]} ，定义 
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F ( s )= E [| X ( 5 )| 2 ], 5 e [ a , 6 ],jUlJ 

( 1 ) 有非负性，即 FG ) 彡 0 , 56 [ a , 6 ]. 

(2) X T 的协方差函数(^0,0=八111〖11{5，£})， 5, r 6[ a ?6]. 

(3) 单调不减，即当时，⑴. 

3 .设随机过程 X T ={ X ( i )， 的一切有限维分布函数 
F { t x ，£ 2 ，: r 2 ，…， x „) 当点 h ， i 2 ，•••，、沿时间轴作任意平 
移时都不改变，即对任意自然数 n ，任意 fi 4 ，…，~ 6 T ， 任意实数 
r ， 当 6 + 1 *，~+ 1 '广.，^ 1 + 1 ： 6 了时，都有 

F(ti + T,t z +Z ■，…“” H- TjXx 9 x z ， … ， x ”） 


— F(ij ， X 2 ，…，工 》) ， 

则称 x T ={ x(o , ter } 为严平稳过程. 

严平稳过程的二阶矩不一定存在. 


4.设 x T =u ⑴,斤: n 是一个复值二阶矩过程，若 x T 满足 
m x (f)=m x (常数 )， CxistO = C(5 —i). 

即协方差函数 C x (s，i) 只与 pi 有关，与 s，i 无关，则称 X T 为宽 
平稳过程，简称平稳过程. 

关于平稳过程的详细内容见第六、七章. 


5. 如果对于任意的72>1及任意的，…，个随机 
变量 XhhXh) ，…， X(X) 的联合分布函数是 7Z 维正态分布函 
数，则称随机过程 X T = { XCO^te 了}是正态随机过程或高斯随机 


过程. 


正态随机过程是二阶矩过程. 

正态随机过程的 n 元特征函数是 


n - n n 

<pih ， t 2 ，…， ，馬 ，… ，久） = exp ( j 2^ m * — " o ~2 2 为 u *)， 

\ 务 =1 乙 j^=l k^l ’ 


其中的 為，…，艮为 n 个实变量，％ =£：[X(U]， k jk = C ( tj , t k )M 
与 X(^) 的协方差. 


令 ，m 2 ，…， m„)， $={$ i ，込，…，艮）为向量形式 • 令协 
方差矩阵为 
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又 11 

又 12 

• * * 3 1 ^ 

A ln 

A = 

义 21 

_ 

參 

# 

久 22 

* 

• 

■ 

… a 2 „ 

* 

# 

* 


、又 nl 

久 rt2 

* • • 3 

A fn ^ 


则 n 元特征函数可写为 

< p(h ，艺 2 ,…，沒） = exp ( j / n^ T — jft 4 d T ) ， 

其中# 是 (? 的转置. 

当 A 是正定时， iT 1 存在，其 n 维分布密度函数是 

/( 尤 1 ， W n ;X) r 


(27c) tt/2 I A I 


IT? ex P 


— ^ r ( x ~ m } A^ x (x — m ) 


T 


式中 x —( x x 

正态随机过程的详细内容见第八章 


6. 如果随机过程 x T = {xco^e 乃具有马尔可夫性，即对于 
: r 中的任意有限个点 hC & CwShOO , 状态空间 J 中的任意 
点 A ( i = l ，2，…， W ) 与: r ， 以及 E 中任意波雷尔 ( Borel ) 集 A ， 都有 

P{X(t) 6 A I X{s l ) = x l9 X(s 2 ) = : eg ， … ， X(s ”） = x nJ XCs) = jc} 


=F{X(0 e A I X(5) =工}， 

则称 X T ={X“)，^6 T} 是马尔可夫过程，而称上式具有马尔可 
夫性. 


马尔可夫过程的详细内容见第三、四章. 

7.设 X T = {X(0 a ^ T } 是一个随机过程，如果对于任意自然 


数 n>2, 以及任意的 


，…， 


:„67%且£ 1 <0 2 0"<~，过程的增 


量 x(i 2 ) —互独立，则称心为独立增 
置过程. 


设有独立增量过程 X T ，如果对于任意实数 r>0, 以及任意 
ii，f 2 ，fi+r，f2+r6T， 且匕<^2,随机变量 X(f z +r) — +r) 与 
x(i 2 )—Xh) 有相同的分布，则称 X T 为平稳独立增量过程. 
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独立增量过程是马尔可夫过程. 

如果独立增量过程 x T ={ xu),te t } 是一个均值为零的二 
阶矩过程，则 x T 也是一个正交增量过程. 

8. 实值随机过程 x T = { xu ) , te [ o , oo )} 如果 满足： 

(1) x T 是平稳独立增量过程， 

(2) X (0)=0( 或 P { X (0)=0} = 1)， 

(3) 对任意以 X ⑴服从正态分布 

N(0,(j 2 | t — s I ) » d〉0 

(参数 (T 反映各种不同过程的特性），则称 { X («)， f 6[0, oo )} 为维 
纳 (Wiener) 过程或维纳-列维 (Levy) 过程，或布朗运动过程. 

若⑴， i 彡 0} 是维纳过程，则 〆 i )=£[ X ( r )] = 0, 

C (5“）==« y 2 min { s “} ， s 9 t ^ 0 , 

维纳过程是正态过程. 

9. 设随机计数过程 { iVG ) ，£>0}，其状态仅取非负整数值，且 
满足： 

(1) 零初值性 P { N (0)=0} = 1. 

(2) 平稳性对任意的£>5>0，以>0,有 

P {[ N (0~ N (5)]=^} 

= P { LNU - h^O -N(5+A/)]}= 々 } , k ^ O . 

(3) 对任意正整数 n 及非负实数，有 
NU ,) ~ N ( t 2 ) 9 N ( t 2 ) — Nh ) ，…， NiO - NCt ^) 

相互独立. 

(4) 随机性 P {[ N ( f + Af )- Na )]=0}=/>, 0<户<1， 

oo 

及 SF {[ N (^ A 0- N (0] = ^} = U “△£>()• 

Jfe=0 

(5) 单跳跃若 

l im y > P {[ N ( f + A ^) — N { t)l — k } = 0， 

则称随机过程为泊松 ( Poisson) 过程. 
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若 U ⑴，命 0} 是强度为 A 的泊松过程，则 

P { N ( it )= k }=^^- e ^ , 是= 0，1，2,…， 

k ! 

C(s,t) =Amin{5,^} , s f t^0, 

泊松过程的详细内容见第二章. 

此外，还有鞅 （ Martingale ) 过程、随机点过程等.有兴趣的读 
者可自行学习和研究. 


疑难解析 

1. 宽平稳过程与严平稳过程有何联系与区别？ 

答 宽平稳过程是一个二阶矩过程，它的一阶统计特征与二 
阶统计特征不随时间的推移而改变，但并不是一切统计特征都不 
随时间的推移而改变.而严平稳过程的一切有限维分布都不随时 
间的推移而改变，从而对平稳性的要求比宽平稳过程更严，这就是 
它被称为严平稳过程的原因. 

一般，严平稳过程的二阶矩不一定存在,因而未必是二阶矩过 
程，也不一定是宽平稳过程.当严平稳过程的二阶矩存在时，它一 
定是宽平稳过程，例如正态随机过程. 

2. 为什么独立增量过程是马尔可夫过程？ 

答 设是独立增量过程.取 ： T =[0, oo )， 规定初 
始分布 PU (0)= x 。} = 1，则对任意0<~<0 2 <0"<匕<0,显然 
X ⑴— X ( U 与 XChK - XCq )— x ( o )+ x ( o ))， xg 2 ) — 肌）， 
…， xar ,）一 2 )相互独立.所以，已知 x ( i „) 时， x ( o (= 
X ⑴一 X ( L )+ X ( U ) 与 x ( o , xo 2 )( = xg 2 )— 叫）+ 
X (^)), …，相互独立. 
从而{ X ⑴，沒了}是一个马尔可夫过程. 

特别地，若独立增量过程是一个均值为零的二 
阶矩过程，则丨6 T } 还是一个正交增量过程.因为，当 
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匕€了“=1，2,3,4, 且 t } < t z < t 3 < t 4 时，恒有 

Eiixa^-xu^ Ux(^) -x(z 3 )j} 

= ElXU z ) - X(^)]E [X(r 4 )-X(r 3 )J - 0, 
故 { X ⑴， f 了}是正交增量过程. 

方法、技巧与典型例题分析 


熟悉各种随机过程的定义、性质和特点，是辨析、区分随机过 
程的条件，更为重要的是从问题的表象找出本质的东西. 

例1 一个正弦振荡器，由于器件的热噪声和分布参数变化 
的影响，输出的正弦波可视作一个随机过程 X(f)=Asin(^+@), 
其中振幅 A ，角频率和相位0是相互独立的随机变量.设 


/ aU ) 


2a/Aj ， 0 < a < A 0 , 




0， 

1 / 100 , 

0， 


其它； 

250 < a ; <350, 
其它； 


fe ( d ) 


1/(2丌)，0<0<2丌， 

0, 其它. 

求 x ⑴的一维概率密度并确定 x(o 是否一阶平稳过程. 

解设 Y(f) = sin(w+@)， 其中如是常数_由于对任意时刻 
r，y(o 不是0的单调函数，可以用特征函数法求得 


/ y (30 


1/ (TTV^I — y 2 ) ，丨 > I < 1 ， 


0, 


其它. 


又设 Z(0 =asin(W+0) Ki) ，其中 a ，如为常数，则 


fz ^ z ) = / y (^ 


dz 


1/ { nVa 2 — z 2 ) , I z |<C a, 


0, 


其它. 


比较 X ⑴与 ZO) 知， Z(f)=XU|A=a，X3=cw)dP Z ⑴是 X(t) 的 
条件形式，因此有 
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/ z (之） =/ xim (工丨 a ， ⑴） • 


故 


/ x (工） 


f{x 9 a^a))dada) 


fx\A,a^ x I ^,w)f A ia)f n {o})da6ci} 


2a 


丌 J a — x 1 


_ 

da 


350 


A? J 250 100 


dco 


u _ 

7cAq 


0, 


: r ， 0 ^ jc ^ A q , 

* 

其它. 


可以 看出/ XOr) 与 f 无关，所以知 x (/) 是一阶平稳过程. 

例2设有随机过程，其中/⑴是具有周期 
了的周 期波 A 是区间（0，了）内服从均勻分布的随机变量，证 明: 
XG ) 是平稳随机过程. 


证由题设知 


fvM 


1/T，0 0<T ， 


0, 


其它， 


于是可以求得 
E[X(0] 


x { t ) f v { v ) dv 


fU + v ) 

a i 


s 


1 r 汁丁 i rT 

〒 f{s)ds = ^ /(5)d 

1 J t J J o 




i ? x (^ 1 ^ 2 )= E [ x ( t 1 ) xa 2 )] 




0 


fU \ -¥ v ) f { t 2 -\- v ) —dv 


T-fr, 


tJ , 


fCs ) f(s + t 2 — t^ds 


4 ； /( 5)/(5 -\- t 2 — t^ds 

i J 0 

^ f T /0)/(5- r ) d ^ r : 
I J 0 
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所以 XU ) 是平稳随机过程. 

例3设 XO )= Acos /9 i + Bsin ^ (0< f < l ) ，其中 A，JB 相互 

独立，是服从正态分布 iV (0，/) 的随机变量 d 是常数，证 明 : XCO 
是二阶矩过程. 

证因为 ⑴] =£ J [ A ] cos ^+£"[ B ] sin ^， 

D[X(0] = E[X 2 (0] = a\ 0 < £ < 1 ， 

所以二阶矩存在， { XG ) d 6 [0 ， 1]} 是二阶矩过程. 

例4设；^)=叉。+心4< ? <6，其中叉。与7是相互独立 
且服从 AK 0 ， 1) 的随机变量. 证明： X (0 是二阶矩过程，又是正态 
随机过程. 

证因为 X C ，Y 〜 N (0，1)， 所以对每个 <：T=[a，6]，X ⑴服 

从正态分布 N (0， l + f ). 事实上，有 

E [ X (0] = E [ X 0 ] + E [ Y]i = 0, 

D[xa)] - DEXol + ^DCY] = l + t \ i e [ a ,6], 

Rx ( t ' ，尤2 ) = ( h ，尤 2 ) = 1 + 匕 （2 ，尤 1 ，广 2 6 [ a ，办]， 

从而 XG ) 是二阶矩过程. 

因为叉(^)-^。+力，所以 X ( t i )= X 0 + Yt ii i = l ，2, …，72,令 


Y — 

—X 0 +YV 

X 0 +Yi 2 

* 

畢 

• 

» %= 

-X 0 - 

-y - 

， c = 

-1 I ， 

1 tj 

* 奉 

• » 

* • 


x 0 +y^ 



一 1 U 


于是 X - C ^. 由于§是服从二维正态分布的随机变量，则依71维正 
态分布的性质, X 是正态分布的随机变量，即 （ XhhXh ), …， 
X (~)) 服从 n 维正态分布.从而是正态随机过程. 

例5在独立重复试验中，若每次试验时事件 A 发生的概率 
为 P (0</><1)•以 X ( tz ) 记进行到 n 次试验为止 A 发生的次数. 
证明彳 X „， n =0， l ，2，".} 是一个独立增量过程. 

证显然， { X „， 71 = 0，1，2,”.}服从二项分布，记尤〜 
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6(71,/>)，则称{又，” = 0，1，2，一}为二项过程.令1=-叉（《)— 
X(«— 1)，72=1，2，一，则¥„ 是第 72 次试验时 A 发生的次数，故有 

p{y n =o}= 1 —p{y„=i} =p, tz=i ， 2 , …， 

X(nH~m) — X(rz) ^b(m,p), 7?=1 ， 2 ,…， 

所以 { ， 《=0 ， 1 ， 2 ，… } 是一个平稳独立增量过程. 

例6设一质点自坐标轴原点沿轴作随机游动，每隔1秒以 
概率 A 向右移动1格(单位距离），以概率 q = l ~ p 向左移动1格. 
以 X ( n ) 记质点在第 n 秒至72 + 1秒间的位置， 证明: X ( n ) 是一平 
稳独立增量过程. 

证 X(72) 的分布为 


P{X(n) ~ k) 


/ 




0, 




当 u l < n 且^^为整数时， 

当 U I > n 或¥为非整数时. 


增量 XCn + m ) — X ( n ) 的分布为 

P{X{n~\~m) — X(ri) =i) 

r m+i w+t. m—i I 暑 

CjP ~ q ~ . 当且 _ 为整数时， 

=< 

,0, 当 Ul > m 或^^ 为非整数时. 

例 7 设 U ⑴，是实正交增量过程， T =[0, oo )， X (0) 

=0，彡是一服从标准正态分布的随机变量，若对任一 i >0, X ( r ) 都 

与芒相互独立.求 Y ⑴=叉(^)+$，圯[0,00)的协方差函数. 

解因为 E [ X ( i )]=0, £[ e ]=0, 

所以 E [ Y (0] = ⑴]= 0， 

Cy(s f t)= E[y(5)Y(0] - E{[X(s) +fl[X(r) +$]} 

_ 

=E[X(5)X(0] + E[X(5)fl + jE ： [X(Ofl + E[^] 

= C x ( s ， t ) + 1 — F ( min {5,^}) + 1 . 

例 8 设 { W ( O ， i >0} 是以^为参数的维纳过程，求下列过 
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程的协方差 函数： 

(1) WU)+At, (A 为常 数）； 

(2) WCO-\~XCO, X ⑴〜 iV(0 ， l) 且与 W ⑴相互 独立； 

(3) aW(t/a z ) 9 a>0 常数 . 

解 （ 1 ) 令 贝 (1 

〜 (r X [ W ⑴]+ A £[ f ] = Af ， 

而 C y (^ “ 2 )= EHWUO+At, -AtJ[W{t 2 ) +At 2 -At^} 

~ ElWit^W(t 2 )^\ = ， t 2 } ， t 19 t 2 ^ 0. 

(2) 令 Y(0=W ⑴ +X(0, 则 

^ y a)=E[W(^)]+E[X(/)]=0, 

Cyit, a 2 )= +Xc 1 ][WG 2 ) +X^]} 

= E [ W (^) W ( i 2 )] + ElWit ^ Xt ^ 

+ E[W(t 2 )Xf 1 ] + E[Xr 1 X? 2 ] 

= c^minUi " 2 } + ， ti ， t 2 ^ 0. 

( 3 ) 令 yo )= aW (" a 2 )， 则 〜⑴ =a • 4^[^( f )]= o . 

a 

CyCt, ， t 2 )= ^aWCtJa^aWCt./a 2 ^ = a^WUja^W^/a 2 )'] 

— a 2 a 2 min { 匕 ja , t 2 la }= a 2 minh “ 2 ) ， t lf t 2 ^ 0. 

例 9 设 {W ⑴， K[0,oo)} 是以 ff 2 为参数的维纳过程，^为 
一固定正数，令 XM =W(a + 0 一 w(0 ， f e [0, , 求 m(0 = 
£[X ⑴]与 C x ( 5? 0 = Cov[X(s) ,X(i)]. 

解 m(O=E[_X(iO^—E[W(a-\-O^—E[W(O^—0 t 
C x (s,0= Cov[X(5),X(0] = E[X(j)X(0] 

= E[_W{a + s)W{a + 0 — W(a 4 - s)WU) 

— W(a-h t)W(t) + W(s)W(t)J 

—<r 2 min{a -hs f a + f} — a min{a + 

— (j 2 min{a + f — <x 2 min{s ， f} 

f0» a ^ I t — s I ， 

l[a——| t — s\ ^\a Z 9 a >| t — s \. 
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第二章泊松随机过程 


第一节泊松过程 


主要内容 

1. 如果 JV (0 表示到时刻£为止某一事件 A 发生的总数，则 
称 { N ( t )， r >0} 为计数过程.它是一个状态取非负整数、时间连续 
的随机过程. 

计数过程满足以下条件： 

(1) JV ⑴彡0,是一个正 整数； 

(2) 如果有两个时刻 s 和 i ，且 s <0, 则 N ( 5 )< N ( 0 ; 

(3) 对于 s < t ， IV ⑴ 一 IV ( S ) 代表在时间区间[以]内事件 A 出 
现的次数. 

在计数过程 { AKi )， r >0} 中，如果在不相重叠的时间区间内出 
现 A 的次数是相互独立的，则称 NG ) 为独立增置过程. 

在计数过程 { iV ⑴， z 彡 0} 中，如果在任一时间区间内 A 发生 
的次数只与时间的长短有关，而与起始时刻无关，即 AKq + s )- 
Nh ) 仅与 s 有关而与6无关，则称该过程为平稳增量过程. 

2. 若计数过程⑴， 00} 满足： 

(1) N (0)=0, 

(2) 是独立增量过程，又是平稳增量过程， 

(3) 对于充分小的以，在(以 + Af ) 内出现一次事件的概率为 

P{N(tft + At) = 1} = AAr+ o(Ai) 1 
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其中 A >0 为常数，称为过程 JV (0 的强度， 

(4) 对于充分小的〜，在 Od + Ar ) 内出现两次或两次以上事 
件的概率为即 

P { iV (£ + ^)— iV (0 2} = o ( A 0, 

则称此计数过程是强度为 A 的泊松过程.相应的事件 
流(即事件出现的随机时刻6 4，…)称为强度为 A 的泊松流. 

3. 泊松过程在时间区间0。，心+ ^|内 n 次出现 
事件 A 的概率为 

P {[ N ( i 0 + 0 — N (? 0 )] = n } = — e ~ k ， n = 0, 1，2, …. 

n ] 

4. 泊松过程的数字 特征： 

(1) 均值 E [ N ( r 0 + r , i 0 )]= Af ； 

(2) 均方值 E [ N 2 ( r 0 +^ r 0 )] = ( AO 2 + A ?； 

(3) 方差 DlNU 0 + t , t Q )^=Xti 

(4) 协方差函数 C N Ui az^^XminUi ft 2 ^0； 

(5) 相关函数 R n iti » t z ) = A 2 t x t z + Amin (^ , f 2 )» 

当丈1 = (2时，有 = Ai ( l - hAi ). 

疑难解析 

为什么泊松过程定义（主要内容 2) 中的条件 (3)、(4) 与主要 
内容3是等价的？ 

答 这实际上是泊松过程的两个不同定义.因为，记 p „( z ) = 
P { iV ⑴⑴ 一 JV (0)]= tz }, 而区间 [0， t +^] 可以分 
为不相重叠的时间区间[0，?]与 Gd +以]， 在（0，（+以]内出现 
友个事件可以写成 

F A ( i + A ^)— P k it ) P 0 ( At ) + P i _ 1 ( f ) P 1 ( At ) + o ( Ai ) 

= P A ( i)[l — A AO + Pt-i (OAAf + o ( Ai ), 
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则 


P k Ct + M )- P k ( t ) 


At 


- AP . CO + AP ^ a ) + 


o ( A ^) 

Ar 


令 Af 0 ，得 


dP k {Q 

dt 


+ AP ,(0= AP ,- I a ), A = l ，2，.". 


该式是一系列递推微分方程式. 

在 [0，r+Af] 内不出现事件可以写成 


P 0 (£ + △£) = P 0 {t)P 0 (At) = P 0 (^)[l — AA/ + o(Af)]^ 


则 


Po (f + Ai ) _ P 0 ⑴ 




At 


AF 0 ⑴ + 


o(At) 

At 


令，得 


dP 0 (Q 

dt 


_AP 0 ⑴ oP 0 U)=B 0 e 一 ' 


由假设 P 0 (f)=P{iV ⑴ =0}=P{[N ⑴ 一JV(0)]=0}， 


得 


P 0 (0) = P{N(0)=0}=l^B=l^F 0 (O^e™\ 
当递推微分方程式中6 = 1时，有 


dP.CO 


dt 


+ AFi(t) = AP 0 (?) = Ae 


解得 


P l U ) - 


因此 P! (0) = P{N(0) = 1} = 0 ^> B y = O^Pi (0 = Afe" 
逐次利用递推微分方程式，并使用数学归纳法可得 


PJO 


atr 

n\ 


e 


即 


P „( O = P {[ N ( O - N (0)]=7 i }=^ e ^ 


n 


由于是平稳增量过程，故 
P{[N(f 0 +O-N(i 0 )] = n} 




ixtr 


e 


n 


7 i ―― 0，1，2， 


从而 卿⑴] = W ，即 A = 红学] • 因此 A 是单位时间内事件出 


现的平均次数. 
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方法、技巧与典型例题分析 


认真理解泊松过程的定义是确定随机过程是否为泊松过程的 
基础，通常通过计算 JP { Y ⑴=幻来确定泊松过程的强度.在计算 
泊松过程的数字特征时，要善于利用计算随机变量数字特征的技 
巧与方法. 

例1设在时间区间 [0， f ] 内到商店的顾客数 NG ) 是强度为 
A 的泊松过程，每个顾客购买货物的概率为/>，不购货物的概率为 
1—化且他们是否购买货物是相互独立的.令为 ( o ， d 内购买 
货物的顾客数，证 明： { Y (0 ，£>()}是强度为;^的泊松过程. 

证显然 Y (0)=0， Y ( O 是独立增量过程和平稳增量过程. 

oo 

P{Y(t) = k}= — i}P{Y(t) = k I Nit) — i} 

i=-k 

i^b ^ I 


S 

i^k 


aW 


是！ （ z -々）！ 


p k a-p) 


V AW lxg~p)T k 

么々！ • U-k)] 


k )\ 


(Xp) k e 


CkP) k e 



由上述可知， { Y (0 是强度为;^的泊松过程. 

也可以这样 证明: 对任一 00,有 

00 

P{Y(,0 — k}= P{Y(^t) = k I ]V(f) = ^ Af(i) — k ~\~ n} 


n =0 




-u iXpt) [A(l — p)t] n 
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^A(l — 

n \ 


e 


— >i 


iXpt ) 

k \ 


k 


A(l—/Or 


e 


( Xpt ) 

k \ 


k 


所以 AYU ) ， i >0} 是强度为 A /> 的泊松过程. 

注意两个证法有所不同.前者是在〖确定的情况下，对每一固 
定的 t 讨论的， y ( o 是一随机变量，所以中不含 △ 后者 
是对任 一 r 讨论的，所以中含〔在以后的解题中要注意 
泊松分布与泊松过程的区别，泊松过程的概率和数字特征都含 g 而 
泊松分布不含 i ， 但泊松过程的每一固定的 r 可以用泊松分布处理. 

例2通过某十字路口的车流是一泊松过程.设1 min 内没 
有车辆通过的概率为 0. 2,求2 min 内有多于一辆车通过的概率. 

解以 N ⑴表示在 [0 W 内通过的车辆数，设 { JV ( O ，^0} 是 
泊松过程，则 


P { NCt ) — k ) = v k iO = ^—— e ^ ，是 = 0，1 ，2, …， 

k ! 

故 P { N (1) = 0} = ^ 0 (1) = e _A = 0. 2 ^>X =_ ln(L 2, 
P { N (2) >1} 


=1- P { N (2)<1} = 1-%(2)-巧 （2) 

=l-e" 2A -2Ae~ 2A = 1 - (a 2) 2 +21n0. 2 • (()• 2) 2 = 0. 83. 


例 3 在时间 f 内向电话总机 呼叫& 次的概率为 p t ( k ) = 


a ! 

各！ 


4=0，1，2,…，其中 A >0 为常数,如果任意两相邻的时间间 


隔内的呼叫次数是相互独立的，求在时间 2 r 内呼叫 n 次的概率 
P 2 t ( n ). 

解以 A 记时间内呼叫 rz 次的事件，记第一时间间隔内呼 
叫为坧，则 P ( H t )= P ( U )， 第二时间间隔内 P ( A | H ,) = 
P t (77 —幻成立，于是 


n 

Pz t { n )= = 

o 


Jfe=0 K i 



】 n~k 

dn - k)\ e 
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n 


e 


-2A 


s 


A n 


n 


k\(n — k\) 


e-VgC^ 


& e - 2 A 2” = 
n ! n ! 


例 4 设随机变量 X ， Y 相互独立，并分别服从参数为 \ 和 A 2 


的泊松分布， 证明： 

P{X = k I X J fY = n) 




Ai 


” Va!+A 2 



1 — 


久 1 


nk 


又 1 + 又 2 


证由概率论中的卷积公式并依独立性，有 


n 


n 


P{ 



: w = 2 p ( 



i 


-i }= 2 P{X=i}P{Y~- 


i^O 


n 


i =0 


n 


n 


A 1 - A , A 2 - 

§ l! e 1 

(入 1+ 久 2)\ - ai + A :> ， 
n ! ’ 


n\ 


e 




又由概率乘法公式可得 
P{x=^ |X+Y=n}= 


P{X = k,X + Y = n) 

~~p{x+y = n}~~ 

P{X — kjY — n~k) _ P{X — k}P{Y = n — k} 


P{X+Y = n) 

又 ? e— 、 XT' 


k ! (n — k) ! ^ 


F{X+Y = n) 

(又 1 + 入 2)” 广 W 


e 


n\ 


Ct 


又 i 


n Mi +A: 



1- 


A ! 


TT~^k 


Ai +A 2 


例 5 ，…，是独立同分布的随机变量.随机变量 


n 


证 明:若 &是服从参数为 a , 的泊松分布，则 y 服从参 


n 


数为 A y 的泊松分布，且 A y = 


解因为足的特征函数 ^( tO = expU (矿一 1)}，由独立 
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性， Y 的特征函数 

n n 

<py(v)— （ i) = exp{ (e p — 1) } 

1 i=i 


=exp{ (2^*)(^ — 1) } = exp{A y (e^ — 1)}_ 

i ~\ 

其中 Ay = I ； A f . 故 Y 服从参数为入 Y 的泊松分布. 

例 6 设 X (0 是参数为 A 的泊松过程， 证明: X ⑴的特征函 
数为；对 t 2 > t } 及两个整数 m 和 rz , 有 

P { X (^) = m , XCt z ) = m ~ hn } = —— py — 

m \n\ 

证因为 PU ⑴=是}=^^— ' 务=0，1，2,…， 


所以 


< pM = El ^ vXU} ^= 2 



oo 


S 

0 


ie )v kt) k 

k\ 



Af e)v — 从 ( e ^ —1〉 

: — e 


由于泊松过程是独立增量过程，故 

PiXQi) = m ， X(t 2 ) = m + n} 


= PiXiti) = m,X(i 2 ) — XC^i) — n) 

= P{XUO =m}P{Xa 2 )-X(t 1 ) = n) 

__ e ~A» 1 ( 乂 (1) C ~~A(W 乂 “2 — ’1 ) _ e -^ 2 ^mbt (^2 ^ m 

m ! n ! m\n\ 1 

例 7 设是强度为 A 的泊松过程，定义随机过程 
YG )= iV ( H ~ i ：)— JV ⑴，常数 L >0, 求 Y ⑴的均值函数和相关 
函数. 

解 y ⑴的均值函数 

^ y (0= E [ N(r + L )- Na )] 
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=E[N(t + L)J-E[N(t)J = A(t-hL) ~Xt = AL, 

y ⑴的相关函数 

Ryih ,f 2 )== E{ iNit, + L) - Nit, )][N(f 2 +L)-N(i 2 )]} 

=E[N(r t +L)N0 2 +L)]-E[N(^ -f L)N(^)] 
- £[N(^ )N(i 2 +D] + E[N(^) N0 2 )] 

=A 2 (^i +6)(4 +L) H-Amini^ +L^ +L} — A 2 ^ (t x +L) 
一 Aminh H-L^ 2 } — A 2 ^ it 2 +L) — Aminf^ ^t 2 +L} 
+ A 2 V 2 + Amin { z 1 “ 2 } 

— A 2 L 2 +Amin{^ +L,f 2 +L} +Amin{/ 1 ) 

—Amin{^ +L,i 2 } — Amini^ “ 2 +L} 


|A 2 L 2 +A(L-| r I), I r |<L, 

= W, |r|>L, T = h — h . 

例 8 设顾客到达商场的速率为 2 个 / min ， 求： 

(1) 在5 min 内到达顾客数的平 均值； 

(2) 在5 min 内到达顾客数的 方差； 

(3) 在5 min 内至少有一个顾客到达的概率. 

解以 N ⑴表示在[0,0内到达的顾客数，显然 { N ⑴， 
是泊松过程 ， A = 2, 则当 i =5 时， iV (5) BR 从泊松分布 

P { N (5) ^ k ) = (2 ^ e _ 2x5 , A = 0，1，2, …. 

k ! 

故 （1) E [ N (5)]=10； 

(2) D [ N (5)] = 10； 

(3) P { N (5)^ l } = l - P { N (5)=0} = l - e _1 °. 


例 9 设多 0} 是一个独立增量过程，且 X (0)=0, 若 
有 F ⑴表示 X ⑴的方差函数 

F{0 =£{X(f)-E[Xa)] 2 }, 

(1) 证明 X ( f ) 的协方差函数 C x ( m ) 满足 J 

C x (i,5)=f ： {[X(^)-E{X(r)}][Xa)-E{XO)}3} 
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= F [ min (5,^)]； 

(2) 对应泊松过程求出 F ⑴和 C X ( M ). 

解 ⑴依定义，设•若 t<sM 

Q ( if ,5)= E {[ X (0—^(/)][ X (5>—^( 5 )]} 

= E{[X ⑴一 〆 f )] 

• [X(s) — 户⑴ +X(0 —flit) —X ⑴ +〆£)]} 

=£{[ xa )~ MO ] 2 } 

+E{[X(0 — "(s)—X(z)+ 户 O)]} 

⑺ + E{[X ⑴一"⑴] }£{ XG )-" G)—X ⑴ + 〆 ?)} 
=F(0. 

若 ^>5,类似可得 C x ( t iS )= F ( s )^ 

C x (iis) ~ F[min(5,f)]. 

(2) 对泊松过程 Xa ), E [ X (0]= Ar , E [ X 2 (0]= A #+( A 0 2 , 
故 F ( t )= M . 

由题 (1) 得 C x ( t , s ) =Amin{ ^, s ). 

例10 设足⑴与； C 2 (0 是两个参数分别为&与;1 2 的泊松 
过程， 证明: X (0 = & (0 + X 2 ⑴是参数为 Ai + A 2 的泊松过程， 
XU ^ X , U )~ X Z G ) 不是泊松 过程. 

证 因为 

<p x ' (z/)=E[e iBXlU) ] = exp{A 1 ^(e it ， —1)} , 

( p x ( Ty )=£[ e it , X 2 W ]= exp { A 2 ^( e ix , —1)}, 

八 2 

MX , ⑴与 X 2 ⑴相互独立，所以 

<P X 、 V) ~ <P X ^ ( v)<P X ^ (I；) = exp{(Ai +A 2 )f(e ix, — 1)>, 

从而知 XW 服从参数为 A ,+ A 2 的泊松分布. 

对于 X ( 0 = X , ( t )- X 2 ( 0 ^ 

9x (i0= E^ vXit) ] = E[e^V r> -V)]] 

= E [_^ vXli 0 e -1 ^ 2(r) ] = < p x ( v )< p x ( — v ) 
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— expiA^Ce^ — 1) }exp{A 2 f(e _p — 1)} 

= exptAite^ + 久 2 化 ’ 一 （ A! +A 2 )i). 

故 9 x ( x ；) 不是泊松过程的特征函数，即 x ( o 不是泊松过程. 

第二节与泊松过程有关的若干分布 


主要内容 

1. 设 N ( t ) 表示在[0,0内事件发生的次数，表示第 

n ~ l 次事件发生到第 n 次事件发生的时间间隔，则 { ， n > l } 称 
为到达时间间隔序列. 

若 { iV ⑴， t ^ O ) 是泊松过程，则 } 是相互独立且服从 
参数为 A 的指数分布的随机变量序列. 

2. 以7；记第72次事件发生的时刻，则 

1=1 

且 F t U ) = l - F N 0) a - l ), k = 1，2,…. 

n 

对 {mt) ， t>0} ， F r (0 = l-e^JJ ▼ ，及 / T ⑴ =Ae 一々 

n \ ' 1 T n 

j=tt J * 

称服从 r 分布. 

有 E [ T „]=”/ A ， D [ Tj == n / A 2 , 

且 ElTj = nElXj 9 

特征函数 < p T (。)= 入 A 

3. 设 { NG )， 命 0} 是一泊松过程，又设 N ⑴则事件发生 
的 7 Z 个时刻 A ， T 2 ，…， 7；的联合分布密度是 

/(亡”心，…，〜）= n\ff , 0 < q … 
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疑难解析 


1. 为什么强度为 A 的泊松过程的到达时 间间隔 
是参数为; I 的指数分布的独立随机变量序列？ 

答因为事件等价于 { N ⑴=0}，故 

PiX , > t }= P { NU ) = 0} = e ' 


或 


P{X x ^t )= 



t <0. 


所以兄 脤从参数为 A 的指数分布.而 

PiX^X^s} 

= P {( s ， s + f ) 内无事件发生 H = s } (独立性) 
= jP {(^+ f ) 内无事件发生 } (平稳性） 
= F { N ( i )=0}= e -A * , 


故 Xt 与 X 2 相互独立，依次递推证出. 

事实上，由于泊松过程具有独立增量，所以各个事件的发生是 
独立的.而泊松过程又具有平稳增量，故此时间间隔与上一段时间 
间隔的分布应该相同，即有“无记忆性”.具有无记忆性的连续分布 
只有指数分布. 

2. 设顾客按强度为 A 的泊松过程到达, AKO 表示在(0,0中 
到达 的第纟 类顾客 ( i = l ，2). 设时刻 s 到达的顾客与其它顾客是独 
立的.属于第1类的概率为 PCs ) ，属于第2类的概率为 P ( l — s ). 
问 N ^ t ) 与 JV 2 G ) 各是什么分布的随机变置. 

答 N 山) 与 N 2 (0 相互独立，分别是均值为 A 沙和 ; U (1—/>) 

的泊松分布 ， p — ~ P { s ) ds , 

t J 0 

因为时刻 S 服从 ( o , o 上的均匀分布，故将条件加到时间 S 上, 
有/>=巧到达的顾客是第1类的 }=4 r p ⑴叔 

t J 0 
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由事件的独立性知， P { N 1 ( 0 = n ， iV 2 G )= m | iV ( 0 =m + 72 } 
恰为 n - hm 重贝努利试验中第1类顾客出现72次的概率，等于 
mi -夕广 ，故 

P{N l iO — r?,N 2 (0 = m) 

= P{N X CO = njN z (O = m I NCt) = n -\-m) 


_ 


P { N ( t ) =7 i + m } 


c^a-pre 


oo 


«+ 


(n + OT ) ! 


-up o^py 1 ^ [aki — p)1t 

n ! m ! 


方法、技巧与典型例题分析 


例1设顾客到某商场的过程是泊松过程，已知平均每小时 
有30人到达，求下列事件的概 率:两 个顾客相继到达的时间间隔 
(1) 超过2 min ； (2) 短于4 min ; (3) 在 1 min 到3 min 之间. 

解由题意，顾客到达数 NG ) 是强度为 A 的泊松过程，则顾 
客到达的时间间隔 { &， n > l } 服从参数为 A 的指数分布 , / x U ) = 
30 e _3( b : ,: r >0, 故 


( l ) P { X >2/60} 




(2) P { X <4/60} 




2/60 

4/60 

0 


(3) P { l /60< X <3/60} 


30 e ， 


= 0. 368； 

30 e— 30x dx 

= 0. 865； 


* 3/60 

'^Ax = 0 


e " 

« 

1/60 



a 384, 


例 2 设顾客以每分钟 2 人的速率到达，顾客流为泊松流，求 
在2 min 内到达的顾客不超过3人的概率. 

解设 { iV ⑴，是顾客到达数的泊松过程， A =2, 故 


P { iV (2) = k } 


(4) 

是！ 


k 


-e 
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则 


P{N(2)<3} 

- P{N(2) = 0}+P{JV(2) = 1>+P{N(2) =2} 

+ P{N(2) = 3} 

= e- 4 +4e— +8e"^ + 琴 e- 4 = 

O O 

例 3 设一部件受到随机出现的冲击，即在 {0,0 内出现的冲 
击次数 N ( r ) 是强度为 A 的泊松过程.设第 i 次冲击的损坏是随机 
变量认， 1 = 1，2，*"，！),独立同分布且与{州山£>0}独立.又设一 
次冲击的初始值为 Dd 以后的损坏为 Dei ， a>0 为常数.假定损 

NU ) 

坏是可叠加的，则从开始到 f 为止的总损坏 DU ) = ^ D { e ~^\ 

其中&表示第^次冲击的到达时间.求 £[ D ⑴] . 1 
解因为 

ElDCO I NU) = n] 

N (0 

= E [^ D t e ^ ( ^ I N ( t ) = nl 

i=i 

n 

= <2 办皆 〜 ） I N(r) = n] 

i=i 

= 2 {E[A I N(t) = TiMe 音 、）I N(t) = n) 

i=i 

n 

=I AKO = n ]， 

1 2=2=1 1 

令 u ,， u 2 ，…， u „ 为相互独立的、在 [ o ， f ] 上的服从均匀分布的随 
机变量，则依命题(主要内容 3) 有 



= E[ 2 # ]= £[ S ] = nE[e^] 

i*=l * — 1 

=n * — e^dr = —(e at — 1), 
t Jo at 
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故 


E [ D ( i ) I NCt ) = n ] 


ElDje" at -( e ttf - l ) 

at 


at 


a-e^)ElDj. 


对上式两边求数学期望，得 


E [ D ( r )] = 


£：[N ⑴] 


at 


(1 


e 


- ai )ElDj 


AE [ A ] 


( i-d 


a 


例 4 设 x ⑴和 y(o ( f > o ) 是强度分 别为; ^和奵的泊松 
过程，证 明:在 X ( t ) 的任意两个相邻事件之间的时间间隔内 , Y (0 
恰好有 A 个事件发生的概率为 


P 


又 A ： 


Ay 


k 


是= 0，1，2, 


Ax +义 Y 、又 X + 又 7 

证设 XU ) 的两个相邻事件的时间间隔为 r , 依独立性，有 
P{[ya4-r)-y(0] = %^-e-V , 


而 X (0 的不同到达时刻的概率密度函数为 


A ( r ) 



r 


>0 


0， 其它. 

由于 X (0 是泊松过程，故 Y ⑴恰好有是个事件发生的概率为 

( Ayr )^ 


roo 


P 


0 


k 


e 


A>：r dr 


〕 ^ k roo 


k \ 




AxAy 


r * e - <A X +Vd r =,. 

o *! 


(Ax H - Ay) 


H-l 


y 




又 Y 


k 


Ax + Ay \kx + Ay 

例 5 设独立同分布的随机变量 & ， X 2 ，…， X „ 的分布函数为 

P { X ; ^ x } — 1 一 e _ 缸， x > 0 ，i = 1，2,…，71， 

又设 y ff = X 3 + X 2 十…+足的概率密度函数为 f ( y ) ，证 明： 


f Y (y)-e 
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证由足的分布函数，得足的概率密度为 


f x (x) = 

t 

故 X ,的特征函数为 


Ae— 紅， 工 >0, 

0， 其它， 


i = 1 ， 2，…， n 


9 x M 


A 


A — 


所以，八的特征函数为 


9y ^ v) = jl iv) ^ ^ y 


于是 


/y (: yX 


A n it — 1 

(n-l)l 


例 6 设乘客按强度为 A 的泊松过程来到某火车站，火车在 
时刻 r 启程，计算在时间 (0， r ) 内到达的乘客候车时间总和的期望 

m) 

值，即求£「2] Q — r ,) j ， 其中乃是第 i 个乘客到达的时刻. 

1=1 

解对 NU ) 取条件《，则 


NU) 


n 


1 N ⑴ 




n 




e [2 ( £ D I 肋） 


n 


nt-E^T, I N (0 = n], 


以 CA ， U 2 ，…， K 记 n 个相互独立的在 (0，1) 上服从均匀分布的随 
机变量，则 


n 


n 


E^T, I N (0 


n 


E[ S ^ 




nt 


n 


故 


从而 


E[S ((• — 了 ‘） I N(0 = 72]= 7tf — 夸 = 

j~l ^ 

NU) 

*—l 

NU) 

= E[E[J](t-T t ) \ NU) =n 


nt 
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=-| e [ n ( o ] - 

例7某机构从上午8时开始有无穷多人排队等候服务.设 
只有一名工作人员，每人接受服务的时间是独立的且服从均值为 
20 min 的指数分布. 问： 到中午12时，平均有多少人离去？有9 
人接受服务的概率是多少？ 

解离去人数 N ⑴是强度为 3( 以小时计)的泊松过程.若以 
8时为零时刻，则到12时离去的人数平均是12名，得 

P { N (4)- N (0) =n) = e ~ 12 

n ! 

而有9人接受服务的概率为 

P { N (4) = 9} = e " 12 

y ； 

例 8 在上节例 1 中，设顾客购物在时刻 s 发生，则其概率为 
F ( s ) ，仍以 Y ⑴表示(0，£)内购买货物的顾客数，问 Y ⑴是否为泊 
松过程，并求出 YO ) 的分布. 

解虽然 Y ( i ) 仍是独立增量过程，但由于 PU ) 随 s 变化，已 
不再是平稳增量过程，故不是泊松过程. 

下面来证明，⑴仍是泊松分布，只是参数与艺和 PG ) 有 

关.若对 NG ) 取条件 
P{Y(t) = k) 

oo 

= 2 P{Y(t) — k I N(0 — n-{-k}P{N(t) = n-\-k} 9 

n=0 

由疑难解析 2 知 

p = — P ( s)ds ― — Pis) ds . 

d 0 ^ t * Q 


而 


⑴ I N(t) =n + k} 

n^O 


OO 

= H c^~kp k ^ — py 

n—0 


(AO ㈣ 

(72 + «! e 
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oo 

n=0 


(n + fe)! 
n\k\ 


p k a-pr 


( Ar )^ 
(n + k)l 


良 • n=0 n • 

—— 、)^ P 、 —Xpt 

~ k\ ， 


故 P{Y(0 ^k) =^4^ e 一冰， P = -[ P(s)ds, 

k ! £ J 0 

即 Y ⑴仍为泊松分布，参数与 t 和 P ⑴ 有关. 

例 9 乘客依强度为； U 的泊松过程到达飞机 A (从 f = 0 开 
始），当飞 机有队 个乘客时就起飞，与其独立的是乘客依强度为 
A b 的泊松过程到达飞机 B (从户0开始），当飞机有％个乘客时 
起飞. 

(1) 写出飞机 A 在飞机 B 之后起飞的概 率式； 


⑵ 对 N a = N b 和 A a = A b 的情形计算题 (1) 的概率. 

解 （1) 以 T a 记飞机 A 的第] V a 个乘客到达的时刻， T b 记 
飞机 B 的第 N b 个乘客到达的时刻，则飞机 A 在飞机 B 之后起飞 
的概率为 P{ T a > T b 〉. 对泊松过程 X(r)， 到达时间的概率密度函 
数为 


( A 0— 1 

/ ( o=r a - D ! 

* lo, 


t > 0 , 
t<0. 


故 


/, ⑴ = r e — Aa, 

T A 

[0， 


1 

(N a — 1)! 


£ > 0, 
t<Oi 


f 






A B e~ v 


0, 


( X b O n b ^ 1 

( Nb-W 


00, 

t<0. 


依独立性，得 


45 




P{Ta 〉 丁 ! B) = /V (亡 B) 由 B /V (^)df A 

Jo B J A 





A A A B e —° a+V 


( a # A 一 1 a B o 


n b~ 


( N a -1)!( N b -1)! 


dig * 


(2) 若厂 G )=/ Tn ( i ) ，则依对称性，应有 

1 A B 

P { T a > T b } = 1/2. 


例 10 M / G / oo 表示一个随机服务系统， M 表示顾客到达是 
强度为 A 的泊松 过程; G 表示服务时间 Y 是独立同分布的随机变 
量，分布函数是 G (0; oo 表示服务员人数，说明顾客到达后无需等 
待.计算服务系统的效率. 


解计算服务系统的效率，即计算到时刻 f 已服务完的顾客 


数与未服务完顾客数的联合分布•以 NiU ) 记到时刻£已服务完 
的顾客数，记到时刻？未服务完的顾客数.设顾客在时刻^ 


到达，，则到时刻£已服务完，即服务时间 Y < r — s ， 所以概率 
为 G ( i — s )， 即 PG ) (见本节疑难解析 2). 于是 

n rt 




= A 

m 


Git — s)ds = A 

0 


Giy)dyj 

o 


£：[ N 2 (0]= Ai ( l -^) 


A 


i/ 


o 


[1 — G { y)^\dy 




j o 


G ( y ) dy . 


例 11 设 { IV ⑴ ， r >0} 是强度为; l 的泊松过程，九 { s , s + t } = 
P { NCs + t )= j \ Nis )^ i ), i ， j =0， l ，2, …，求 


lim Pij( s ， s HPij “， s ) (0 0 , 

1 

解 Pij ( 5 , 5 ) 

=P{N(s+0^j\NU)^i}-P{N{s)=j\N(s) = i} 

— P { N ( s +0= j ， N ( s ) = i } . 

—， P { N ( s )= i } 

_ P { N ( s + t )~ N ( s )= j - i , N ( s )= i } ^ 

~ P { N ( s )^ i } 〜 
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= P{N(s-\-t) — N(s)=j — i} —S {j =P{N(t)=j — i}~d l} 


e 


^ (AO 广 , 

(j~i) ! 






0, 


j<i. 


当时，有 


lim 

r-+0+ 


当 _ ； > 〗 +1 时，有 



t) — p^Cs^s) 


Um 

r -0+ 


e 




t 


A; 


lim 


p tj — p^isys) 

t 


. 义广 1 

lim 丁 . - rrr 


e 


A ， 


/ +1 ， 


0 ， j > i + 1. 


综上所述，有 


lim 


pijCsjS-hO — p lt (sjs) 


^0 


— A ， 
A , 

X )， 


! + 1 ， 


其它 . 


第三节非齐次泊松过程 


主要内容 

1. 若计数过程 {N ⑴，会 0} 满足以下 条件： 

(1) 零初值性， JV(0)=0 ， 

(2) iVU) 是独立增量过程， 

(3) P{ [N(t 十 h) ~N(t)J = l} =A(i)/i+o(A), 

(4) P{ [N(i+/i)-N(0]>2} =o(/i), 

则称 {N ⑴ ， t>0} 是强度为 A(O>0(t>0) 的非齐次泊松过程 . 

2. 上述条件 (3) 、 (4) 与下述条件 等价： 
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yt.se K ， t >0， s > Q ， N(t + s )- N ( t ) 为具有参数〆 z + 0 
— fiit ) = A(M)dw 的泊松分布. 

J t 

〆() 称为非齐次泊松过程的均值函数 • 

3. 若 w ⑴， 为非齐次泊松过程，则 

PiNUo^-O-Ndto) =k] 

= ^^ o + o -^,)7 exp{ _ ["(,。+ ,) — 〆 &)]}， 

rt 

其中 juit ) — A(u)dw, 

j 0 

E[N(i)] = X ( u ) du ^ D[N(0] — A(w)dw. 

o Jo 

4. 定理设 { N(O，r>0} 是一个强度为 A(0 的非齐次泊松过 
程， Vf>0, 令 JV* ⑴二叫:厂 1 ⑴]，则 {N* (£)，£>0}是强度为1 
的泊松过程. 

疑难解析 

非齐次泊松过程与泊松过程有何 不同， 又有何联系？ 

答非齐次泊松过程与泊松过程的不同是 :强度 A 不再是常 
数，而与 i 有关，也就是说不具有平稳增量性.它反映了一类其变 
化与时间有关的过程，如设备的故障率与使用年限有关，放射性物 
质的衰变速度与衰变时间有关，等等. 

利用定理(主要内容 4) 可将非齐次泊松过程问题转化到泊松 
过程中进行讨论.反过来，也可以由强度为 A 的泊松过程构造出一 
个强度函数为 A G) 的非齐次泊松过程. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节的重点是掌握非齐次泊松过程的特点，了解非齐次泊松 
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过程与泊松过程的联系，熟练地将非齐次泊松过程转化为一般泊 
松过程. 

例1设有非齐次泊松过程 { iV (0, 会 0 U ( O = j(l + cow )， 

求 £：[iV ⑴]和 D[iV(0]. 

解因为 NG ) 的特征函数 

<p NU) M = exp {— (1 — e )V ) A(w)dw } ， 

^ 0 

所以， JV ⑴的数学期望为 

E[N(0]= (- j) d9m)(v) 

dv Lo 
*r 厂 t 1 

=A(u)dw = ^(1 + coscut)di 

Jo Jo ^ 

1 I Sincot \ … 

而 

, d 2 <p^ f , (v) rrt n 2 " 

E[N 2 (f)] =— - ； - = XCu)du + X(u)du^ 

dv 0 」 J o 

于是 D[N(r)]=E[N 2 (0]-{E[N(0]} 2 

=A (“) eke = j (r + 如 〆 ）， coy^O. 

Jo O \ (i) / 

实际上，为简便起见，可以直接用以下公式(见主要内容 3) 
计算： 

E[N ⑴]= A(u)du,D[N(i)] = ACw) du. 

Jo ^ o 

例 2 设某设备的使用期限为 10 年，在前 5 年内平均 2. 5 年 
需要维修一次，后5年平均2年需维修一次，求在使用期限内只维 
修过1次的概率. 

解因为维修次数与使用时间有关，所以该过程是非齐次泊 
松过程，强度函数 
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则 


又⑴= 


1/2.5, 0</<5, 

1/2 ， 5<O<10. 


"( 10 ) = 


rlO 

X ( t)dt — 





4. 5, 


JP { JV (10) — N (0) = 1}= e ™ 4 - 5 = j ^ n . 

例 3 某小商店上午 8 时开始营业，从 8 时到11时平均顾客 
到达率线性增加.从8时开始顾客平均到达率为5人 / h , ll 时到 
达率达高峰，为20人 / h ， 从11时至下午1时到达率不变，从下午 
1时至5时顾客到达率线性下降，到下午5时顾客到达率为12人 
/ h . 设在不相重叠的时间间隔内到达的顾客数是相互独立的.求 
在上午8时半至9时半无顾客到达的概率和该段时间内到达顾客 
的数学期望. 

解因为顾客到达率与时间有关，所以顾客到达过程是一非 
齐次泊松过程. 

设上午8时为 f =0, 则11时为£=3,下午1时为〖=5,下午5 
时为 t =9. 次日8时从9重新开始，故可得一周期为9的曲线.按 
曲线写出顾客到达率 A (0 的关系式 如下： 


且 

因为 


r 5 + 0 ^ t ^ 3, 

A ⑴ 20 ， 3<i<5, 

,20 _ 2 Ct — 5)， 5 <C t 9? 



A (?) = A(^ 一 9). 

f3/2 n/z 


= 

J 1/2 J 1/2 


(5 4 -SOdi 








所以，在 8 时半至 9 时半无顾客到达的概率为 

— [^(3/2)—^(1/2)] —10 # 

C • C ， 

在8时半至9时半到达顾客数的数学期望值为 
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，( T )- 户 ( T )] =10 (人 x 

例 4 证明上节例10中，在 [0， d 内接受服务后离开服务台的 
顾客数 { M ⑴，会0 } 是一非齐次泊松过程. 

证设在时刻 y 到达的顾客在内离开服务台的为第 
1类顾客，故在时刻: y 到达的顾客是第1类的概率为 

r G{s + ^ — G(s — » y s, 

P(y) = ^ G(s -\-t — y), s <, y <C s~\~ t, 

ys 

所以 JVA + S ) — 凡⑴是服从泊松分布的随机变量(见上节疑难 
解析2)，其均值为 

aTp (: y ) d：y 

J 0 

m s rs~\~t 

=X [G(s + / —— y) —— G{s —— y^dy + A G(^ + i —— ^y)dy 

^ 0 J s 

=A G{y)dy. 

j s 

再令 A 和为两个不相交的时间区间，在 L 内离开的顾客 
为第1类顾客，在 L 内离开的为第2类顾客，两者相互独立.由上 
面的结论及 ^(0)=0 知，为非齐次泊松过程.但当 
时，比较 P { N ( t + s )- N ( f )= W ( 见主要内容 3) 与上面的均值式 
知， M ⑴的强度函数 A (0 = AG (0 ^A ( i — a ) ， 故离开的顾客数 
近似于强度为 A 的齐次泊松过程. 

第四节复合泊松过程 


主要内容 

1. 设 ( N ⑴，命 0} 是一个强度为 A 的泊松过程，是 
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一列独立同分布的随机变量，且{从0}与{\}相互独立，令 

m) 

xu) - 2 Y , ， f > 0 ， 

1=1 

则称 { XU ) 为复合泊松过程. 

{ xa )，£> o } 有独立增量和平稳增量. 

2. 若1 的特征函数为 f U ) = E [ e ^]， 则 X ⑴的特征函数 

为 < p xw (况）=虹6^ (, )] = ’—一 1] . 

3. 若 E [| 引]<00,则 

若 EL \ Y x n < oo , 

则 Elx z (/)]=(Ai) 2 (E[YJ) 2 +hE[YH ， 

D[X(f)]-=AtE[yn. 

疑难解析 

复合泊松过程与泊松过程有什么不同？ 

答复合泊松过程是一列随机变量 { YU 的和构成的.当 
1时， X (0= N (0， X (0 即为通常的泊松过程. 

复合泊松过程除了处理定义中的问题外，还能处理另一类问 
题： 如有一泊松过程 { JV ( f ) ， } ，其强度为 A . 若过程中出现的事 
件能以不同性质分为互不相容的 A 型与 A 2 型事件，且当事件发 
生时，出现 A 型的概率为 p ， 出现 A 2 型的概率为 q = l ~ p . 出现 
/知出现 A 2 相互独立，得到两个计数过程和 

— ” O .)+ N z ( t )= N (0. 如果用^1表示出现 

^( O —7 /j + %+… + 7 jv W ，是随机个随 
I 泊松分布，它的母函数为 G mt> ( s ) = 

为 F 7 ( s )= p 5 + g ， 故 的 

是强度为 A /» 

h . ' 4 ■程. 
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方法、技巧与典型例题分析 


关于复合泊松过程的构成，首先要存在一个泊松过程和一个 
随机变量序列，然后验证随机变量序列的独立性以及随机变量序 
列与泊松过程的独立性.在满足条件时，才能进行分析与计算. 

例1 举出几个复合泊松过程的实例. 

解 （1) 顾客到达某服务系统的时刻，…形成一个强度 
为又的泊松过程，若以 Y » l ) 记在时刻同时到达的顾 
客人数，则在时间[0，《]内到达的顾客总人数是复合泊松过程. 

(2) 到达某汽车总站的客车数 s 是一泊松过程，每辆客车内 
乘客数是一随机变量.设各客车内乘客数独立同分布，且各辆车乘 
客数与车辆数 JVU ) 相互独立，则在[0，£]内到达汽车总站的乘客 
总数是复合泊松过程. 

(3) 保险公司接到索赔的次数是一泊松过程，每次索赔的金 
额是一列独立同分布的随机变量.显然索赔的金额与发生的时刻 
无关，则在 [0 ， t ] 内的索赔总金额是复合泊松过程. 

例 2在保险的索赔模型中，设索赔要求以平均2次/月的速 
率的泊松过程到达保险公司.若每次赔付金额是均值为10 000元 
的正态分布，求一年中保险公司的平均赔付金额. 

解 这是一个复合泊松过程， A =2， t =12 ， EEYj ] = 10 000，故 
E [ X (12)] = 2 • 12 - 10000 = 240000 (元) • 

例 3 设移民到某地定居的户数是一泊松过程，平均每周有2 
户定居.设每户的人口数是一随机变量 ，一 户有4人的概率是1/6, 
有3人的概率是1/3,有2人的概率是1/3,有1人的概率是 1/6. 
求在五周内到该地定居的移民人数的数学期望与方差. 

NU) 

解 以 Y , 记第 i 户人口数，则移民总人数 X ( t )= 是一 

复合泊松过程.依题意知 A = 2 ， t = 5，而 
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故 


^[^l] == 4.j+3.| + 2.+ + l.j = 音， 

现 Vt] = 4 2 • j + 3 2 • 备 +2 2 -| + 1 2 •士 = f ， 

b 6 5 o d 

K[X(5)] = 2 • 5 • 音 = 25 ， 


D[X(5)] = 2 • 


* 
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注意有的教科书不用 f ： ^] 而用 £[ 八]，其实二者是一样 
的 . 这里的 £[¥ 1 ] 与 E[Y„] 都反映 I 取值的平均值，并无第 i 个 
值的概念 . 

例 4 某刊物邮购部的顾客数是平均速率为 6 的泊松过程， 
订阅 1 年、 2 年或 3 年的概率分别为 1/2 、 1/3 和 1/6, 且相互独立 . 
设订一年时，可得 1 元手续费 . 以 XU) 记在 [0 ， t ] 内得到的总手续 
费，求 ⑴]与 var[X(i)]. 

解因为顾客数是 A=6 的泊松过程， f 是变数，而 


KCYi] 

ElY 2 J 




1 -i+ 2 *i + 3 


1 


10 




= l 2 ,i + 2 2 • 各 + 3 2 • 4- 


20 


故 

E[X(0] = 6 • i • ^ = 

6 

=10?( 元）， 


var[X ⑴]= 6 • £ • = 

- 20t ( 元 ) . 


所以，数学期望与方差都是《的函数 . 

NU ) 

例 S 设 U(t)= 是复合泊松过程，已知 ;1=5, 

求 E[X ⑴ ] ， D[X(0] 与特征函数其中 BR 从下列 分布： 

(1) /(x) JdoO^ 1000<x<2000, 

、 0 ， 其它； 
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故 


故 


(2) FU ) 


1 — e 
0， 


•t 江 


Jo^Of 

x < iO t 


解 （1) Y , 服从均匀分布，有 


El \\ ] 
ELY 2 J 


2000 1 
1000^ 1000 


dz = 1 500, 




2000 


X 


1000 


1000 


cLr 


X 10 6 , 


i* 


9y. M 




2000 


1000 


JUT 


1000 


dLr 


e 1 


iiooot ； 


IOOOt; 


sin(l OOOt ;) ， 


E[X(0] = 5 • f • 1 500 = 7 500^ 


D[X ⑴] 


• r • 


X 10' 


^ X 10' 


<p x M = exp 


sirx(l OOOt;) jiooot. 

- e ] 

2001 




54. 


(2) 服从指数分布，有 


ElYj 


t 1 


ElY 2 J 




9 V ⑸ 


R 


户 _ 


E[X(0] = —, var[X(0] - ^ 


y - 




9 入 （tO = exp 


]^vt 


例 6 


设 JVG ) 为泊松过程，构造随机过程 


N(r) 


X (0) = 0, X (0 = 


其中 {YJ 为独立同分布的一列随机变量，且与 iV ⑴相互独立.已 
知 y , 的特征函数为艸( X ；)， 求： 

(1) x ⑴的一阶特征函数外 b ); 

(2) ⑴]， E[X 2 ⑴]和 var[X ⑴]. 

解 （1) 由于 £[ X ]=£：{£：[ XliV ]}， 依特征函数定义，有 
<p x iv)=- E [ e jvX(f) ] = E{E^ vXU) I JV ⑴ = 是]} 
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=I N(0 = k}P{Nit) = k), 

1 = 0 

其中 E{^ vXa ' I X(r)= 是 } 

=E[exp{ 2^.}] = UH[e ivy ] = \_fyiv )~\ k , 

1 — 1 * = 1 

P{X(t) ^k] = 


故 9 x 、 v 、= 2[? V ⑹ ]* e —^ e ~ Ar 2 古 [9 V ( t ) h ]々 

k=o 兑！ k=o 

= e — 虹 • = /[―卜 1 ] • 


(2) 由特征函数与矩的关系，数学期望为 
E [ xa )] =- } d 2 ^ v) I ]Xt • ⑹ . e *，)- 1 ] 

dv I 

因为 __ .dy ( t ;) = £[^ i ] ? ? v (0) = 1, 

故 E [ X (0] - A ^ CY !：, 

均方值为 
E [ X 2 ⑴] 



T/=0 



* 


U 


d<p y Cv) 
dv 


Ar[^C V )-l] I ] d 2 y y(^) A^ y (^)-1] 

e dv2 


v^O 


=( A ^) 2 E 2 [ y ]+ A ^ E [ y 2 ], 

故 var [ X ⑴] = E 2 [ X (0]+ ArE [ X 2 (0] = ^ E [ Y Z J . 

上式即关于复合泊松过程的特征函数、数学期望与方差的公式. 

例7设进人中国上空流星的个数是一泊松过程，平均每年 
为10 000个.每个流星能以陨石落于地面的概率为 0. 000 1，求一 
个月内落于中国地面陨石数 W 的 £[ W ]， V ar [ W ] 和 P { W >2}. 


解这是一个复合泊松过程，设足是 t 年进入中国上空的流 
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星数，则 


p { x t = k) = e^ lomt aooooo k /k\ a>o )， 

P{W = j I X fQ = k ) 

\ 

= Ci (0. 0001)^(0. 999 9)^ ; ' (t 0 = 1/12)， 

依条件期望计算公式，有 


E[W^= [則 x : 0 = ^P{X tQ = k} 

k=0 


k 


'ZHjPw-j I -k}p{x to =k) 

jfe=0 j —0 


k 


Y：^JPW = J I -k)p{x 


k } 


4 , k 


S ) S C i ( 0 * _ 1 )' ( 0. 999 9 户 e_1 。 4 m ( 告) 


e 


k 


- 10/12 


oo oo 

Sil 0 4 i 2( 

1 = 1 1=0 


9 999、％ /10 4 、七 


10 4 / 


C 


( 


12 


(i + i )! 


e 


-10V12 



F 1 sp (9999V 1 

12 / if~-i) \U \ 12 


7! 


l p l /12 —丄 

e 12 e _12, 


E [ W 2 ]^ e- 1/12 S 


^ V12/(i-l)! 


e 


1/12 


s 


0 


±\ m i + 1 

12/ "TT 


12 


e 


■i/u 


oo 

S ( 

i =0 v 


12 


•7 + 2( 

L • i =0 v 


12 


12 


e 


- 1/12 


12 


e 


■ 1/12 


L 12 
1 

12 



12 


2 


+ e 


1/12 


1/12 丄 1/12 


e + e 


x 13 
12 # 12 


13 

144 


故 var[W] = E [ W 2 ] — E 2 [VT] 




13 

1 U \12) 




(丄、 


2 


12 
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而 P{W^2] - X ； ^ I X, = i}P{X t = i) 

k^Z t=k 0 0 


e 


-1/12 XT' ( 


k 


> 


j^ 2 \ 12 / 


e 


- 1/12 


e 


1/12 




1 一 


12 


第五节条件泊松过程与过滤泊松过程 


主要内容 


1. 设随机变量 A >0 的分布函数为 G ， 在 A = A 的条件下， 
{ iV ⑴，是强度为 A 的泊松过程，则称 { iV ⑴，为条件泊 

松过程. 

若 A 的分布函数是 G ， 则随机选择一个个体在长度为£的时 
间区间内发生77次的概率是 


P{N(t + s) — N(s) = n) 




e-w i^dG(A). 

n 


2 .设 {Nit),t^O) 是条件泊松过程，且 E(A 2 ) <co ， 则 
E[N(0] = ， £[A] ， D[JV ⑴ ] = t 2 DW] + tElAl 


3. 在 N (0= ti 条件下 A 的分布 


P{A ^ jo i = n) 


rx 


o 


e"^ ■^ dG ( A ) 

n ! 


=>_： dG ⑴， 
o n ! 


因为 P{A G (A,A + dA) I Nit) = n) 


_ P{N(0 = n I A 6 (A,A + dA)}P{A 6 (A，A + dA)} 

P{N(0 = n} 


^^ dG ( A ) 

n 


o ^ dGa) . 




0 


n 


4. 设对随机过程 U ⑴， i >0}， 有 


N(t) 


XU ) = 
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其中 Wf ) 为线性时不变系统的冲激响应， G 是随机变量，表示在 
时间区间 (0， d 内发生的事件的无序到达时刻，则称 
为过滤的泊松过程. 

5. 对过滤的泊松过程，有 

£[X(i)] = A h(u)du ， D[X(?)]] = A h 2 (u)du^ 

J o J o 


( 幻 ） = exp (a (e iT ^ <w) — 1) )duj 

' J 0 ’ 

m t p ft 

Rxx ^ r) — A h(^u)h{u + r)dw + A 2 hCu^du 

J 0 」 0 

m t 

Cxxit^t + r) = A h(u)h(u^-r)du = C^Cr). 


疑难解析 

1 . 条件泊松过程有什么特点？ 

答条件泊松过程描述的是一个有着“风险”参数为 A 的个体 
发生某一事件的概率.例如有一个总体，它的个体存在某种差异 
(如不同的人发生事故的倾向性不同），此时，可以把概率式 

P{N(t + s) — N(0 = w} = e _At n = 0 ， l ， 2, … 

n ! 

解释为给定 A 时， N ⑴的条件分布 P nlA (0. 

在风险理论中常用条件泊松过程作为意外事件出现的模型， 
其强度参数 A 未知(用随机变量 A 表示），但经过一段时间后，即 
可用事件发生的概率来表示，就有了确定的参数. 

2. 试举例说明过滤泊松过程. 

答我们用温度限制的二极管作为例子进行分析. 

(1) 在[0,0内从阴极发射的电子数是符合泊松分布的. 

(2) 假定二极管为平板型二极管，极间距离为山板极对阴极 
的电位差为 V 。(见图 2.1). 研究在没有空间电荷的条件下 ，一 个发 
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射电子从阴极发射后至到达板极前，在电路内引起的电流脉冲 

Kr ) 的波流，可以得到 

2q 0 ^ (0 < t < r 。） ， 

Kt) = ^ r ； 

、0， 其它. 

其中 r„ 是电子从阴极出发到达板 

/ 9 v !/2 

极的渡越时间， d , q 0 

\ Qo v o / 

为电子电荷， m 为电子质量. 

(3) 因此，温度限制二极管的板流为 

NCT) 

ao = YiKt—u) “< 丁)， 

i=? 1 

其中 Kf ) 如 (2) 中所给， U , 为第 i 个电子的发射时亥 I 】，是在 [0， T ) 
内服从均匀分布的随机变量.对照定义知，温度限制二极管的板流 
JU ) 是一过滤的泊松过程. 

方法、技巧与典型例题分析 

首先要对具体问题进行分析，确定是否条件泊松分布，是否过 
滤泊松分布，然后根据概率论和随机过程中知识进行计算. 

例 1设某地区在某季节地震出现的平均强度是随机变量 

— A 到 f 时为止的地震次数是 一 
个条件泊松过程.求该地区该季节在 (0,0 时间内出现 tz 次地震的 
条件下地震强度为 At 的概率，并求在 N ( t )= n 的条件下，从 t 开 
始到下一次地震出现的条件分布. 

解 该过程是条件泊松过程.因为 A 是离散型，故 
P{A = A x I N ( t ) = n ) 

=pe—VaWVOfVU〆)” + (1 - p)e-V(A 2 j) fl ], 

P [) kt 开始到下次地震出现时间 < x | iVU )= n } 

60 


阴极 




V^o 

阳极 


图 2 . 





pa 


+ (1 -夕 ）（i — e _ v ) e ~ va 2 o n 


/» e _ V u ! o n + (1 - 户） e _A ? a 2 0 rt 


例 2 设意外事故的发生受某种未知因素影响有两种可能 
Ai ，久 2 ，且 P { A = X 1 } = p , P { A = X 2 } = l ^- p = z q 9 0< p < l . 已知到时 

刻^已发生了《次事故，求下一次事故在 t - hs 之前不会到来的概 
率，并求事故发生频率是;^的概率. 

解该过程是条件泊松过程， A 为离散型，故 

P { Ua -\- s ) 内无事故 | Nit ) ^ n ) 

2 

y \ P{A = X l } P { N (0 = n ， N(t + s )— N ( t ) = 0 U = A !) 

i=i 


2 

2 = Ai } P { N ( f ) = n \ A = X x } 

i = 1 

= pCM)”e~V 出） +(1- p)U 2 0~V 出〉 

= pa.tre ^ 1 + (l ~ p)(x z tre z ^ 


PXW" 1 ^ 0 + (1 -p)A ； e^ (rfr) 

pr,e^ +—(1 — p)A;e 一 V 


(! — /> = q ) i 


而 PM = A ! 丨 N ( t ) = n } 




_ pe ^ a^r _ 

pe^Uytr + a - p ) e ^ c a 2 t )^ 


NU) 


例 3 设 {X ⑴，会 0}， 并有 X (0= E AG — G )， 其中，在时 

刻 G 发生的事件，在时刻 t 的输出为 kAu 山在时间间隔 ( o,o 
内发生的事件数由泊松随机变量 iVG ) 描述，是在 (0, t ) 内发生 
事件的无序到达时刻.这个过程是滤波泊松过程，求特征函数 

Pxw ( v )* 

解由 e [ y ]= 枳跹 y ! x ]}， 依特征函数定义，有 
<p X ( t ) M= E{^ vXU) } = E{Ele jvXU) I iV ⑴ ]} 


YjEL ^ X(t) I NU ) = kJP { N ( t ) = k } 9 


k=0 


k 


而 


E [ e ^ x(0 1 N ⑴ =^] = E [ exp { jx ； X ^(，— U ，）}]， 
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因为 R 是独立同分布的随机变量，故 


k 


E 


e 


jvXU) 


I Nit) = 是 ] =JJE{expQ— U,)]} 

1=1 


又 R 在 (0，〖) 内是均匀分布的，所以 


E{expl\vha-U i n} = 




rt 


exp[j vhit — LT.) du { ] 
exp 匸 j vh{u)^\du t 


0 


将结果代人 p xw (p)， 得 

oo 

9 x (0 S 

4=^0 




rt 


k 


o 


exp[j vh{u)^\du\ (孕？ - e 


rt 


e"^ exp {A expfj vh (u)]du 


0 


exp A 


[_exp{]vhCu)} — l]dw}. 


o 


Mf ) 


例 4 对上题定义的过滤泊松过程 X(?)= 2 h(t-U r D， 


考虑特殊情形 




1 ，0 <CY 9 

0，其它. 


其中I是独立同分布的非负随机变量，设 


vh { r ； Y ) 


I rt 

<pxu) (^) = exp A Eyl^ 

' Jo 

证明 ：（1) 是泊松随机变量，其均值是 


— ljdr； , 


rt 


E[xa)] =A [1-F y (5)]ds； 




0 


(2) limE[X(0]=AE[Y], 


证 （1) 将所给 / i(r;Y) 代人，得 


El ^ 




-1]- (e ix, -l)P{y^r} = (e j "-l)[l-F y (r)l 
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代入 仏⑴ ( l ) ，得 

<p X(t) (v) = exp (a [l — Fy(r)][e JT/ — l]dr} ? 

故 £[ X (0]=- j- d ^ )(l；) l = Af [ l - F y ( r )] dr . 

d 幻 U=o J o 

(2) 因为 

A [1 — F y (r)]dr= A[l — F y (r)]r + A rdF y (r) 
J 0 0 Jo 


rP y (r)dr = AE[Yj 9 


0 


所以 


UmE[X(t)J 




0 


[l-F y (r)]dr = AE[n 


例 5 求温度限制二极管的散弹噪声 J (0 的平均值. 

解由疑难解析2知，散弹噪声即温度限制二极管的板流 
KG 是一过滤的泊松过程，有 


E [ K £)] 








2qo 上 
o r, 


dt = Xq Q 


其中 A 是单位时间内发射的平均电子数， 9 。是电子电荷， E [ JU )] 
代表电流的平均值. 

例 6求温度限制二极管中板流 K 0 的相关函数、协方差函 
数及方差. 

解的相关函数为 

A KOi(Z + r)d? + A 2 f hit) d^l 


0 


t 



0 


A (Aq 0 ) 2 


0 


JU ) 的协方差函数为 


C n (“f + r) = A + 


o 


KO 的方差为 


var[/(^)] 






63 




例 7 到达一有无数个通道的交换台的呼叫电话符合参数为 
A 的泊松过程，每次对话服从平均值为1/>的指数分布，令 Xit ) 
是时刻/通话的次数.求 

(1) £[X ⑴]和 UmE[X ⑴]; (2) var [ X (0] 和 limvar [ X (0] ; 

(— ►OO 

(3) 在过程中没有呼叫的概率. 


解该过程是一过滤泊松过程. 


( 1 ) 


PyM 


r ， 


r ^ O , 

r < C 0, 




E [ X (0]= A [1- F y ( r)]dr = A 


o 


A 


e -^dr = —(1 -e 

0 jJL 


)， 


故 


A 


liniE [ X ⑴] =lim — (1 一 e 一 〆 ） 

r-i^o jx 


►oo 


A 


(2) 因为泊松随机变量方差与均值相同，故 


var [ X (,)] = —(1 




e 一 〆 ）， limvar [ X ⑴] 


X _ 


(3) 没有呼叫即 XG )=0, 故没有呼叫的概率 


P { X (0 = 0} = exp {- E [ X (0]} 




exp I — — (1 _ e 


第六节更新过程 


主要内容 

1. 设{^，71=1，2，"*}是一列独立同分布的非负随机变量，并 
设 F (0)= PU „=0}<1( 通常约定 F (0)=0) .令 a = E[XJ = 

xcLF ( x ) ，则0〈 " < •设 
J 0 

n 

l = 5] 足， n > l ， T 。= 0， 

! = 1 
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则称计数过程为更新过程. 

2. 在有限时间 [0，i] 内至多发生有穷次更新.即有概率1， 

NU )< po . 

3. P { Ni 0 ^ n }= P { N ( 0 ^ n }~ P { Nit )^ n + l } 

= P { T „<^}- P { T n+1 </} 

n tH -1 

i=i 1=1 

= F n ( t )~ F n + l ( 0 . 

F n 表示 T n 的分布，是 F 的 n 重卷积. 

4. m(i)=£ : [iV ⑴]称为更新过程 iV ⑴的更新函数，有 m (0 


oo 

= 2 匕⑴， 

0=1 

W ⑴是 f 的不减函数，对任意 0<^<oo, 有 7n(0<°°. 

5. m ⑴的导数 A ⑴ =>(0= 史/„⑴⑴是⑴的 

n= 1 

密度函数，又称为更新强度. 

6. m ⑴和 A ⑴分别 满足下列积分 方程： 


m ⑴ 


= F0) + 


m(t — 5)dF(5 ) ， 
J o 


A(^) ~ fCO + j A(^ — s)fis^ds. 

7. 如下形式的积分方程称为更新 方程： 

K(0 = Hit) + f K(i — s)dF(s\ 

J 0 

其中 W0，F ⑴已知•当 f<0 时， H ⑴， F ⑴均为零•当 H(0 在任 
何区间上有界时，方程称为适定 (Proper) 更新方程，简称为更新方 
程.主要内容6中两个方程也是更新方程. 

当为有界函数时，更新方程有唯一解 


K (0 


=冊） + j o 


Hit- 


s)dm(s ) ， 
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其中 M (〖）= YjF n ( t ) 是分布函数 F ⑴的更新函数. 
8. 对 A ( t ) 取拉普拉斯变换，得 


A ⑴ 




a ⑴ n 


0 


f ( t)^ 5£ dt — 0( s )， 则 f n ( t ) e~ st ds = [ p ( s )] w ， 

Jo 


故 


w 

A(5> — 2[0( s )] 


0(5) 

1—0(5)， 


0(S) 


A(s) 

1+ A ( s ). 


疑难解析 

1. 更新过程与泊松过程有什么不同？ 

答泊松过程与更新过程都是计数过程，事件发生的时间间 
隔不，&,…都是独立同分布的，但是泊松过程要求 不， X 2 ，…必 
须服从同一指数分布，而更新过程可以是其它任意一种分布. 

例如机器零件的更换.设在时刻^=0安装一个新零件并开始 
工作，在时刻 A 此零件损坏又换上一个新零件并开始工作，在时 
刻 X 2 此零件损坏又……显然，这些零件的使用寿命是独立同分 
布的，到时刻/为止，所更换的零件数目就构成一个更新过程. 

更新过程中事件发生一次叫做一次更新，所以是第 n — 1 
次更新与第 tz 次更新的间隔时间， T n 是第 n 次更新发生的时间， 
JV (0 是到时刻 r 之前发生的更新总次数. 

2. 为什么说 :在有 限时间 [0,0 内发生无穷多次 （ NO ) = oo ) 
更新的概率是零. 

答由强大数定律知 (!>„)/” = 了>一户，以概率1成 

1=1 1 

立，而/^>0,故当 72 — OO 时，丁 CO . 即无穷多次更新只能在无限 
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长时间内发生. 


方法、技巧与典型例题分析 


理解更新过程的基本概念，掌握关于更新过程的基本计算，善 
于应用概率论的知识是解题的关键. 

例1设:^，& ，…， ，…是 一 列独立同分布的非负随机变 
量，且】，1>1,求 P { N ⑴和更新函数 

m ( t ). 


解依题意，时间间隔服从几何分布 . 取〗的概率相当 
于在贝努利试验中当第 i 次试验时取得首次成功的概率，故 T „ 取 
k 的概率相当于在贝努利试验中当第々次试验时才取得第72次成 
功的概率，即 


所以 


P { T n = k ) = 


P { N ( 0 = n } 


c ^\ p n a - p ) 



0, 



k ^ Tlj 

k < in . 


=F n (t) ~F fthl (t) =P{T tt <t)-P{ T n+} <t} 

M W 

= - E c 1 ^a-p) k 

k— 7 t rrH 

[ G 表示不大于 f 的最大正整数.所以更新函数 


oo k 

m{t) = = ErP {N{t) = r}. 

n= 1 r=0 

例 2 设某更新过程的密度函数 A ( Z ) 为 


又⑴ H :: 


i ^ 0 ,A > 0, 

t < 0 , 


求更新过程 { N ( o ，^ o } 的时间间隔；^的概率密度. 
解因为 AGO = A ⑴ e_“ck — X/s . 

j 0 


< p ( s )= 



A 

5 + A 
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故 


no = ^- i [ 0 ( 5 )] = 



t ^ 0, 
t < 0 . 


所以，一个密度函数为常数的更新过程是泊松过程，其时间间隔服 
从负指数分布. 

例3 设不， X 2 ，…，又， …是一列独立同分布的非负随机变 
量，求更新函数 m ⑴. 


解 因为1=史乂 严” +疒„，其中 r rt = 文; x〜，p{x 〜= 

i=i 1=1 

= 0}=g， 故 t 是参数为 n 的二项分布随机变量， 
从而得出 NO) 的分布，求出 mit \ 但由分布函数求 m(0 相当困 
难，因为要计算 F 的 n 重卷积.下面利用差分方程来求.因为 
m ⑴ =E[iV ⑴ ]=£[N ⑴ | 不= l '] q + ElNU )\ X l = 2 ]p 
但对于£>2,有 

所以 m { t ) = qm{t —— 2) + 1. 

由于足只取整数值 ,«N(0=N(M), 只需解差分方程 


m ( n ) — qm (n — 1) + pmin — 2) + 1， 

其边界条件是 m(0) = l，m(l)=g ，求得解是 


7YI ( 7 ?) (J ~|~ 


n 




1 


1 +夕 



/) 3 + (—1，广 
(1 + />) 2 


例 4( 沃尔德 (Wald) 等式）设£^]<<^，77=1，2，”_，证明： 

ELT m) ^l = EIX, + X 2 + …+ X 恥 m ] = E^MNC^+l] 


NU)+l 

证对第一次更新时刻 & 取条件 


^C^N(0+1 I ~ ^ 


如图 2. 2所示. 

记 ，则有 


x + E [ T Ni 


x 


1 5 


X 


x ^> U 


「 ( r ) 十 1 

Kit )= E[T N(£m ] 




E[E(T 


N ⑴ +1 


1 X ! = : r )] 
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T\v(#) + 


iV(0 —0,Ni=xi 




NU )>0 


Tnu- 


jr ,) 十 


图 2. 2 

ELT N(t)+1 I = x]dF(x) 


lx + KU- ^)]dF(x) + xdF(x) 


0 


txii+r 

J 0 


Kit-x)dF(x). 


即得到更新方程，其有界解为 

K(r) = EfXj] + ECX^dmCx) =£[尤][1+7?2(0] 


0 


= E [ X 1 ]{ E [ N (0 + 1]}. 

例 5 设一更新过程的不同到达时刻服从指数分布，有 

….、 fl - e ' 00， 


< 0 . 


F Z U )=< 〆 

10, t<0. 

(1) 求特征函数朽(幻） ； 

(2) 求过程的第 j 次到达的特征函数 p T (>) ( zO ; 

(3) 求第 j 次到达时间对应的概率分布 函数； 

(4) 证明过程的计数随机变量 JVG ) 服从泊松分布，即 
p (h \ — V e — 〃 ( AO J 




解 a ) 由定义知，特征函数是 


< p z { v )= El ^ 




^ vt dF z ( t ) 


^ ke^dt 


0 


A 

A — jt/ 


(2) 过程的第次到达的特征函数是 

<p T(j) (v) = i<p z (v)y =(- 


}V/ 
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( 3 ) 第 i 次到达时间的概率密度函数是特征函数 ( W 的 
傅里叶逆变换，故 


分布函数是 



rt 厂 1 
0 - 1 )!* 


、0 , 



t<0. 


(4) 利用等价事件的概率分布函数1^⑴ =1 — (々一 1)， 

k 

■ 

有&山)= 1— F r (汁 U u -1) = = 0，1，…， 

i=o 1 I 

即 AK 0 服从泊松分布. 

例6有一个确定性的人口模型 : B (0 表示时刻 f 女婴的出生 
速率，即在 [ W + dr ] 内有 B ⑴山个女婴出生，设生存函数 S (： r ) 
(指女婴能活到年龄工的概率)和生育的年龄强度(指年龄为: r 的 
母亲生育女婴的速率，在!>，£+△?]内生育女婴数是 /30 r ) dx ) 已知, 
已知过去的 BG ) ( i <0)， 预测未来的 B ⑴ （00). 

解因为在时刻 f ，有 o ：) SU)dr 个女性年龄 在工到 x 
+ cLr 之间（即 x 年前出生的女婴存活超过: r 年的人数).在此时 
刻，单位时间内又将生育 : c ) S ( x )/9( x)dr 个女婴，从而知每 
单位时间内所有育龄段女性所生育女婴数是 


，oo 

Bit) ~ B(t — a:)S(sc)j3(x)dz, 


J 0 

可按过去和将来将积分分段，即 


B (0 = 


"oo 

B (t — x)S(x)/3(j：)dLr + 


Bit — x)S(x)/?(jr)dx. 
J o 


上式是一个更新方程.即 

/(•t) = S(jt) 戸 (x) ， Hit) = B (t — x)S(x)dx. 

作代换工 =：y +1， 得 

H{t) = B(— y)S(y + t)p{y + t)dy. 
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其中 H ( Odf 是由年龄为 f 或大于 i 的女性在时间 [ i ， f + zy ] 内生 
育的女婴数.同时，每个新生女婴将期待在年龄 X 与 x + dr 之间 
生育个女婴.于是，每一新生女婴在死亡或生存到年龄 : r 

之前将期待生育 FCr ) = f / Q ) 出个女婴，从而在其一生中将期 

J 0 

待生育 H ( co ) 个女婴. 

若 H ( oo )> l , 可解得 B ⑴〜 Ce — d — co , 其中 C 为常数, i ? 

满足方程 re ^ SC ^ C ^ d ^- l . 即出生速率将以渐近指数增长. 

0 

若 H (〜0<1，々>0， J 3 ⑴以渐近指数地趋向于零，即人群最 
终消亡. 

若 H ( oo ) = l ， 则出生速率最终趋向于一个有限的正数. 

第七节更新定理 

主要内容 

1. 费勒初等更新定理记; / = 则# — CO )， 

1 P- 

若"= 00,则 1/" = 0. 

CO 

2. 格点分布若存在使得 J ] P{X = = 1，则称 

随机变量 X 服从格点分布.满足上述条 n 件的最大的^是此格点分 
布的周期. 

3. 布莱克韦尔 ( Blackwell ) 更新定理记" ，有： 

(1) 若 F 不是格点的，则对一切 a >0, 当时，有 

— m ⑴一 a /". 

( 2) 若 F 是格点的，周 期为么 则当 rr - oo 时，有 

尸{在 nd 处发生更新心>. 
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4. 关键更新定理(史密斯 ( Smith ) 更新定理） 记" = E [ X „], 

■oo 

设函数 A ⑴， K [0， c «)， 满足：作⑴非负 不增； 2° h (0 dt < c ^>. 

J 0 

设 H ( t ) 是更新方程⑴ + UMn ) dF ( x ) 的解 ，有： 

(1) 若 F 不是格点的，贝 J 


lirnHCO 



0, 


h(x)dxj 


(2) 若 F 是格点的，对于 0< C < A 则 


JJL = °°； 


UmH(c -\-nd) — ^ 


^ n 

0, 


y]h(c-\-nd) f 
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5. 设一个过程有“开”、“关”两个状态，先“开”，持续一段时间 
后“关”;再持续一段时间后又“开”，再持续一段时间后又“关”…… 
如此“开”“关”下去.设“开”的时间为>，“关”的时间为 {} , 
{ Z„ ， } ， 72= 1， 2 ， …是独立同分布随机变量， { Z, } ， { Y„ } 是独立同 
分布随机序列，但4与义不相互独立，则更新过程称为交错更新 


过程. 


若交错更新过程中乙的分布为的分布为 G ， 乙 + Y „ 
的分布函数为 F ， rz = l ，2，“ •，记 P ( r )= P { 过程在 f 时刻为“开” } ， 
则当 E [乙 + YJ < oq ， F 是非格点分布时，有 


limP ( i ) 


E[ZJ 


E [ Z „]+ E [ YJ . 


疑难解析 


1. 说明极限 Um ^ 的意义. 

答在上一节已经知道，在有限长的时间内更新的次数是有 
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限的，而当时， iVG ) 依概率1趋向于无穷,但是，趋向于无穷 
的速率是多少呢？这就是极限 Um ^ 的意义. 

费勒初等更新定理给出；若 = ，则极限 lmi # =丄， 

卜 OO t fX 

即更新过程的速率为 1/;/. 

布莱克韦尔更新定理则进一步指 出:若 ，若 F 是格 
点分布，周期为 A 则当 7 T - OC 时， P {在处发生更新 }— 若 
F 不是格点分布，则对一切数当 CO 时，有 M(f + a ) — 
M ( f )— a /^. 因为可以看做常时间更新过程发生的平均速率， 

所以在远离原点的一个长度为 a 的区间内，更新次数的期望值是 
a/". 

2. 初等更新定理与布莱克韦尔定理之间有什么关系？ 

答前者是后者的特例.令 = ，当 F 是非格点分 

布时,6„— 1/" (a = l )，?2— oo . 

由极限的性质，得 

办 1 + 办 2 H - _ m(n) 1 ..— 


而对任何实数 t ， 有 

W • M(M) MU) < M + 1 ■ M(M + 1) 

~r ~wn~* 

令卜 oo , 得 

当 F 是格点分布时，也可以证得同样结果. 

方法、技巧与典型例题分析 

如何将具体问题分析清楚，然后利用定理求得结果，需要读者 
多想、多动手练习，细心体会例题中的方法与技巧.下面给出一些 
从简单到较为复杂的例题. 
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例 1 某控制器用一节电池供电，电池失效时立即更换同一 
型号的新电池.设电池的寿命服从(30, 60) (单 位: h ) 内的均勻分 
布，求长时间工作时，控制器更换电池的速率- 

解以 N ( r ) 记在时间 t 内更换的电池数.则在长时间工作 

时，电池的更新速率是 


lim 


NU) 


r 


而 




60 




30 


60 — 30 


1 

〆 

dt = 45 ( h ) ， 


所以，更换电池的速率为 

lim 


N ⑴ 


1 

45 


(h 一 l 


例2在例1中，如果没有备用电池，电池失效时需去仓库领 
取.设领取新电池时间服从(0，1)(单 位: h ) 内的均匀分布，求在长 


时间工作的情况下，控制器更换电池的 速率. 

解设两次相邻更换间所需平均时间为 

^ = E[X Z ] + E[Y ? ], 


已知 


E[XJ 


1 

3 /eo^3o di = 45 


( h )， 


故 



( h )， 




45 


+ i 



(h), 


所以,在长时间工作情况下，控制器更换电池的速率是 

= 盖 ( h ' 1 ). 

卜 oo t jji y 丄 

例 3 设有一个只有一个服务员的银行，在时间 [0， i ] 内到达 
的潜在顾客服从泊松分布，到达速率为 A . 若顾客到达时服务员空 
闲，顾客接受服务，否则顾客离开.设顾客接受服务的时间是服从 
某一分布的随机变量 ，求： 

(1) 顾客进入银行接受服务的速率； 
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(2) 进入银行的顾客占潜在顾客的比率. 

解若到达银行的潜在顾客服从泊松分布，则两个相邻潜在 
顾客间的时间间隔服从负指数分布.由负指数分布的无记忆性，因 
此两个相邻进人银行的顾客的平均时间为 

/ut ~ fx G ~h 1/A. 

其中， G 表示服务时间的分布规律表示服务时间的平均值.从 
而，在长时间工作的情况下，进入银行的顾客速率是 

{JL 丄十 A" g 

又知潜在顾客到达速率为 A ， 所以进人银行接受服务的顾客 
占潜在顾客的比率为 



1+ A "; 


例 4( 剩余寿命与年龄的极限分布）以 riO ~ T N ( t 出 —(表 
示时刻〖的剩余寿命(即从 i 开始到下次更新剩余的时间 ） ， 〆 £)= 
t — 示 t 时刻的年龄.求 r ( t ) 与 的极限分布. 


解令 R y = P { r { t )> y } ，对第一次更新的时刻及取条件，得 


P { r ( t ) > ^ I ^ 


0, 


x > t + y ， 




RyCt _ x ) ， 0 <C X t m 


由全概率公式，有 




R y (0 


P { r ( t )> y \ X x = x } dFU ) 


dF ( x ) + 


i^-y 


R y (t 一 x ) dF ( j ：) 




m/ 


1 — F ( i + 3 ；)+ [1 — F ( t ^~ y — x ) JdF ( x ). 


o 


这是一个更新方程，依定理有解 


Ry ( t ) = 1 — F(t + y ) + [1 — F(t + y — : r )] AF (: r ). 

设户 sErXjCoo , 则 
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xdFia :) 




[1 一 F ( x)]](ix <C co . 


从而 


[ l - F (£ + ^)]di 


[1— FU )] ck < oo, 


即 l - F ( r +： y ) 满足关键更新定理条件，有 


limP { r ( t )7> y } = liml ? ( i ) 

►co 

从上式可得 Kr ) 的分布.因为 




[1 — F (2：)] d 2：，2： 〉 0. 


{r(f) 〉 u(0 ： y} < ^=>{Ki— ： y)> ： r+ ： v }， 


于是 liraP { K () > y ) 




lim { r(t — y ) y ] 




w 


jr\-y 


[1 — _ F ( z )] dz . 


然后，取特例即得 


iimPisCO y}= limits ⑴〉 y<,r{t) >* 0} 


—一 [l 一 F(z)3d2T. 

y 

由本例可得出应用关键更新定理的常用方法与技巧是 :先关 
于某次更新(一般取第一次或时刻£前的最后一次)取条件得出一 
个更新方程，再利用关键更新定理推导所需结果. 

例 5( 商店存货问题）一商店经营某类商品，设顾客按一更 
新过程到达，到达时间间隔是非格点分布 F ; 每个顾客购买的商品 
数是独立同分布的随机变量，分布函数为 G . 商店的进货策 略是: 
若某顾客购货后库存量少于 S 就进货，使存货达到 S ， 否则不进 


f S — jc ^ 

货.即若一顾客购货后存货为 X ， 则进货数应为 A 设 

( 0， x ^ S . 

进货是立即完成的，不占时间.以 X ⑴记在时刻 f 商品的存货量， 
求 limP { X ⑴々}• 

t — ^oo 

解若 X (0) = S 作为“开”，存货数少于: r 作为“关”，得到一 
个交错更新过程.由主要内容5得 
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limP { X ( 亡） ^ x }= 

(—►oo 


E [—次循环中存货数大于: T 的总时间] 

£[ 一次循环的总时间] 


设按先后顺序，第£个顾客购货数为，令 


N x = min{n ： Y l +Y 2 + … + Y„ > <5 — x}. 

N x 表示一次循环中首次使存货数少于 x 的顾客的序数， JV f 表示 


一次循环终止时顾客的序数 ， X T 表示到达时间间隔，并设到达时 
间间隔与顾客购货数是相互独立的.由沃尔德等式(见第六节例 
4) 知 


N x N 

\imP{XU)>x} = E[SXJ/E[S^] = EINJ/ELNJ. 

l — i=i 

这样，由' 的定义，可将 N x -1 看做“到达时间间隔”为 Y n i^l 

的另一个更新过程在 [0 ， S —: c ] 中的更新次数，所以 

E[NJ = m G (S-x) + l, E[N,] = + 


这里 7^(0 = fx ⑴ ， G , 为的共同分布 = 1,2,-*. m G (0 


n 


为更新过程的更新函数.于是，得到极限式 


limP { X ⑴ 


1 + m G CS — 工 ) 

1 +m G (S — s) ’ 


x ^ S * 
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第三章马尔可夫链 


第一节马尔可夫过程的概念 


主要内容 





1. 如果对于 T 中任意有限个点，以及£：中任 
意点 if = 1，2，…，72 ) ， x 和£:中的任意波雷尔 ( Borel ) 集 A ，都有 
P{XQ) e A | XUO ^ = x 2 r-,XiO = x n ,XQ) =x }， 

则称随机过程 { X (0， KT } 为马尔可夫 （Markov) 过程.称其条件 
有马尔可夫性. 

上述结论也可写成 


P{X(t n ) ^ x n | X(^) — x x ,X(i 2 ) = oc 2 , … ， ） =x„_i} 
= P{X(t„) < I X(Vl) = ^l}» 6 R» 

或 Ft \ L h -t ,(工„，〜 I 々，々，…，工旷! … 〆 , H ) 

n 1 l tr^l 







TT-l 






# 


参数集 了 =(0，co) 或 丁 =(0，1，2，...）=N' 状 态空间 £：=11或11 
中某波雷尔集. 

2. 马尔可夫过程可以 分为： 

(1) 时间参数离散、状态空间离散的过程，称为马尔可夫链， 


简称马氏链. 


(2) 时间参数连续、状态空间离散的过程称为纯不连续马尔 

可夫过程或可数状态的马尔可夫过程. 
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(3) 时间参 数离散、状 态空间连续的过程，称 为马尔可夫序列. 

(4) 时间参数连续 ，状 态空间连续的过程，称为 连续马尔可夫 
过程或扩散过程. 


疑难解析 


马尔可夫过程有什么特性？ 

答 马尔可夫过程具有马尔可夫性或无后效性 ，即： 在过程 
(或系统)在时刻 G 所处的状态为已知的条件下，过程在时刻 t > t 0 
所处状态的条件分布与过程在时刻&之前所处的状态无关.也就 
是说，在已知过程的“现在”的条件下，过程的“将来”与过程的“过 
去”无关，只与“现在”有关. 


马尔可夫性可用分布函数来表述.设随机过程 u ⑴， k r } 


的状态空间为 K ， 若对时间〖的任意 n 个数值 i 
条件 i = l ，2, …，？ 2 — 1 下，有 

P{X(t n ) ^ x n | XU x ) = ,X(r 2 )= 文 2 ,… ， : tOh) = 

= P{X{t„) I XCt^) = x,^}, x„ 6 R» 

或 Ft n I … (工 n ， 1 工 1 ，工 2 ， • • • ，工 n -1 ，’2，*_’，) 



以上各式的写法在不同教材中可能有所不同(如对分布函数和概 


率密度函数的表示式，有的教材不写出括号内的^)，要注意识别. 


方法、技巧与典型例题分析 


熟悉定义，辨识哪些过程是马尔可夫过程，可为后面的证明与 
计算奠定基础. 


79 




例 1 设{X⑴，了}是一独立随机过程，即对于 n 个“，， 
…， ^^^(…，^(。，…，^(^总体独立’证明：以⑴，^!'} 
是一马尔可夫过程. 

证由题给条件知，随机事件 X(r 1 )=^,X(^ 2 )=^ 2 ,-, 
XCO =x„ ，X⑴ <r 也相互独立，所以 

P{X(0 ^ x | XCii) = x x ,X(f 2 ) — j ： 2 » »X(i n ) = x n ) 

=P{X ⑴ < 工}， 

P { X (0 ^x I XiO =xj -P{X(?)<x}, 

从而 p { X ( t ) <：r I xc^) =x!,xa 2 ) =x 2 ，…， x(u =x M } 

=P{X(0 ^x I X { t n ) = x n }. 

即知 {XW， 斤 T} 是马尔可夫过程. 

例 2 设 £ = R，{Y(n)，n>l} 是独立随机序列，令 X(l) = 

Y(l), X( tz ) = ，则 {X(n)，n 彡 1} 是一马尔可夫过程. 

k = l 

证由题给条件知，当时，随机 

变量 X(5 1 ),X(5 2 )-X(5 1 ),-,X(s n )-X(5„_ 1 ),X(5 n4 . t )-X(5) 

相互独立. 

令 A ， x 2 ， …， 为 E 中的波雷尔集，则 

A n = {x ： x=y—x n jy^A) 

也是 E 中的波雷尔集 . 故 X ( 5l ) =々 ， X(s 2 ) 一 X(s ') =x 2 _々 ，…， 
X(s„) ~X<is n -i ) =X„ — X„_J ,X(5 w+i )—X(5 W )^0 ： 也相互独立.且 
P{X(5 fffA ) ^ y I X(5!> = x x ,X(s 2 ) — x 2 ,**'»X(s n ) = x n } 

= PiXis ^) — X(s n ) ^ x ~ x n I XCsj) = x x i 

X(s 2 ) — X{s } ) — X 2 — ，…， X(\) — Xis^-y ) = x n —X^ } 

=FIXCs^) — X(s„) — x„}. 

类似地，因为 X ( s ” + D — X {0 与 XGJ 独立，所以 
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P{X(5^)<y I XO n ) 

= P{X(5^)-X(5j<y-X 7I I X(5j =^} 




= P{X(5^)-X(5 rt )<^-X fI }. 

从而， {X(n), n ^ l } 是一马尔可夫过程. 

例3设 U ⑴，斤 T} 是一独立增量过程，且 PUCO):%} 
=1 (x 0 为常数）， 证明： {X⑴， (en 是一马尔可夫过程. 

证与例2类似，由已知条件得，当 OChCGO.CLCKT 
时，有 xu〗） ，…，X⑴一 X<x) 相互独立. 

不妨设1。=0,于是，X⑴一与 XCOJh) ，…， X(U 相互 
独立.故 

P{X(f) ^ x | X(^) = Xi ,X(i 2 ) = ol z ,••• ,X(i„) = x n } 

= P{X(t) — X(r n ) ^x — x n I X(^) = xj, 

X ( t 2 ) = x 2 ， …， X(r M ) — x n ) 

= p{X(o-xa„)<x-x„}. 

又因为 p{xa)<x|x(^)=^} 

= P{X(0-X(^Xx-x n |X(i n )=a: n } 

=p{xa)-xa n x^：-^}, 

故 P { Xdt ')^ x \ X { t 1 )^ x 19 X ( t z )= x 2 ，-, XU n )=xJ 

=P{X(£)<x|X(i„)-x rt }. 

即知 {X ⑴， i6T} 是一马尔可夫过程. 

也可以由例2结果直接得到结论. 

因为泊松过程是独立过程，所以泊松过程是马尔可夫过程.维 
纳 (Wiener) 过程也是马尔可夫过程. 

第二节马尔可夫链的概念 


主要内容 

1. 设马尔可夫过程 {X„，nei'} 的参数集: T={0，1，2, ，状 
态集 {A ， h ，… } 可以是{0, 士 1，± 2,… } 或 { 0, 1，2,… } 或 


81 



{0，1，2, …， w }. 

定义 设有随机过程 <X n ，nG：T}， 若对于任意的整数 
和任意的〗。乂 ，…， ，有 

P{X #】 丨 X 0 =^ 0 ，& =i”x 2 =i 2 ， … ， X„ = i n } 

= PiX^! = I X n = i n ), 

则称 {X„，72eT> 为马尔可夫链或马氏链. 

2. 条件概率称为马尔可夫链 
{X„，nGT} 在时刻 m 的一步转移 概率. 

条件概率沪 f (m) = P {G 称为马尔可夫链 
{X„，rzeT} 在时刻 m 的々步转移概率. 

3. 马尔可夫链 {；C ,776 T } 的转移概率 ( m) 具有下列性 
质： 

(1) pfirrO ^ O , i , jeb f (2) 2 pf (w) - 1, ijei . 


并且规定 ( m ：) 


1， i = j ， 

0 ， i 年 j . 


4. 若对于任意的 i ， jeu 马尔可夫链 {x M ,ner} 的转移概率 
只与 D 有关，而与时刻《无关，则称马尔可夫链是时齐的或齐次 
的，并记 Pijini ) 为 Pi ;. 

5. 一 步转移概率跔所排成的矩阵 



■Pll 

Pl2 … 

Pin 


P21 

P22 … 

Ptn 

■ M _ ■_■ 

Jr — 

* 

■ 

• 

■ 

華 

參 

鲁 

• 

• 


Pnl 

m 

PriZ … 

* 

Prwi 

* 

l : ； 

称为转移概率矩阵.它具有下列 性质: 

_ 

(1) P U) =PP ( ^ !) ； 

_ 

i 

(2) P (n) = 

=r. 


切普曼-柯尔莫哥洛夫（ Chapman-Kolmogorov) 方程对于 


任意整数有 
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p^ l) (m) = pj k) (m) (m 4 - k) m 

r^I 

推论 i ( m ) 

=S S … (m)p s s (m + l).,./? s ) (777 + 是） • 
推论 2 p^ l) ( m ) = ^ (m)p tj {m +1) 

吃 i 

= ^p 亡 On)P4 (m k)• 

r€l 

7. 设 { X „,72 eT } 为马尔可夫链，称 

p } - p{x 0 ^j ) 和 p } M =p{x n =j], j e i 

为 U „，72 eT } 的初始概率和绝对概率，并分别称和 
{pjin)，j6 I、为 {X n ，n6T} 的初始分布和绝对分布，简记为{九 } 
和 {&(«)}. 称概率向量 

P T ( n ) = ( 九（”） ，/? 2 ( n ) ，…）， n〉Q 

为 n 时刻的绝对概率 向量. 而称 

P T (0) = (/»! ，/> 2 ，…） 

为初始概率 向量. 

对于任意和绝对概率巧 ( n ) 具有以下 性质： 

(1) pj(n) = YjPuPT ?⑵ Pj ^ = 2 />,(w — 1) A >; 

*€/ 

(3) P T (n)=P T (0)P M i (4) P T ( n )= P T (72- l ) P . 

8. 设 ， ne t } 为马尔可夫链，则对于任意 ^ ， z ‘ 2 ，…， 4e j 
和^>入有 

= z”X 2 = f 2 = i n } = ZjPiP^ 

^ J 

疑难解析 

1. 怎样理解切普曼-柯尔莫哥洛夫方程(简称 C - K 方程)？ 

答 C - K 方程 表明: 从状态 i 出发经过步到达状态的 
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过程可分两个阶 段:先 从状态 i 出发经过々步到达状态 r ■，再由状 
态 r 出发经过/步到达状态由马尔可夫性，后一阶段的状态转 
移与前一阶段的状态转移独立，故两个阶段的转移概率是相乘的 
关系.而经过*步所到达的状态 r 不受任何限制，因此要对全部的 
r 求和. 

C - K 方程的证明对研究马尔可夫链是十分典型的.它的证明 
过 程是： 先按某种方式分解事件 ( C - K 方程证明中是按时刻72的 
状态分解的），然后利用条件概率的乘法公式、马尔可夫性与齐性 
进行证明.今后其它问题的证明基本上也是这一模式，读者应努力 
掌握它. 

2 . 对于齐次马尔可夫链，其初始分布与有限维分布有何关系？ 

答首先，设 { X „， nG ： n 为齐次马尔可夫链，则它的有限维分 
布函数由其初始分布与一步转移概率唯一决定.因为由全概率公 

式与马尔可夫性，有 

P { X , = i l 9 X 2 = i z ,- f X n ^iJ 

= P { U X 0 = i 0 ,Xj = i \ y mmm tX n = i n } 

*■€/ 

= 2] 尸{ X 。 = i Q } P { X l = i Y I X 0 = z 0 >*** 

iei 

P { X n = i n I X 0 = h ，…， = U 

= { X 0 = z 0 } -P {^1 ~ i \ I ^0 ^ 心}… 

»ei 

P { X n — i n I X^i = i ^ i } 

反之，若一个随机变量序列 { , n 6 了}的有限维分布由上式 
给出，其中为一概率分布，九为转移概率，则 U „， n 6 T } 
是一马尔可夫链，即有定义中的马尔可夫性等式成立.（％ ) 是其 
转移概率矩阵 ，{ Pj ) 是其初始分布. 
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方法、技巧与典型例题分析 

对于齐次马尔可夫链，会求 一 步和&步转移概率、或者转移概 
率矩阵是十分重要的. 

例1设有独立重复试验序列{七，《>1}.以 X n = l 记第72次 
试验时事件 A 发生，且 P { 又=1 } = />;以又== 0记第 n 次试验时 
事件 A 不发生，且 P { =0 } =g= 1 — 扒求々 步转移概率矩阵. 

解{尤，《>1}是齐次马尔可夫链.由独立性知 
P{X n+ 1 =i M+1 |X„=i rt }=F{ X n+1 = i n+l ). 

又由重复性知，有 


故 



例2设{又，7^1}满足例1的条件.若有 

= 1 

证明： {A} 是齐次马尔可夫链，并求二步转移概率矩阵. 


解因为 Y〗 = X x = , Y 2 = X 1 -\- X 2 = 

jt=i 

= K ^ rri-l = y » + ，所以 ，h 二丫― ~~ Y „ = 

由于； Ch 与 L ， Y 2 ，… ，八相 互独立，因此 

尸 {Y 卄 1 = 4fl 丨 Y" = in ^ n -\ == id, …， A = A } 

=P{X^ = — i„ I Y„ = i„ , ， … ， Y】=^ } 

= Pi = z'h-i _‘}• 
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同理 P { Y n + l = i n + l \ Y n =- i n }^ P { X 7 l + ,= i„ +l — U . 

所以， {\， n > l } 是马尔可夫链.由于是齐次马尔可夫 
链，故< \ } 也是齐次马尔可夫链. 

Pf P { y ^, i ) - PiX ^ = j ~ i ) 

f q ， j = i ， 

=j = z + 1» 

、0，其它， 



下面的问题即可用例 2 求解.独立地重复拋掷一枚硬币，每次 
拋掷出现正面的概率为 P ，0</><1， 出现反面的概率为 q = l ~ p . 
令 Y ,, 是前77次抛掷出正面的总次数(77>1)，则是一个 
齐次马尔可夫链，其一步与二步转移概率矩阵如例2所述. 

例3设是一个马尔可夫链，其状态空间7 = 
U ，6， C >， 转移概率矩阵为 

~ 1/2 1/4 1/4" 

P = 2/3 0 1/3， 

_3/5 2/5 0 _ 

求：（ 1) P{X 1 =6,X 2 =c,X 3 =^,X 4 =c, 

X 5 — a > X 6 = c , X 7 =6| X 0 = c }； 

(2) P { X n +2 = c \ X n = b }. 

解 a ) 由马尔可夫性与齐次性，可得 
86 




P =P{X x - 

h\ X 0 = 

(:} P{X 2 = c ! X] = b} 

• P{X 3 : 

—(X X 2 : 

— c} P {X 4 — c 1 X 3 — a) 

•P{X , : 

= a X 4 - 

=c}P{X e = r 1 X 5 = a} 

•P{X 7 : 

=b X,-- 

=c} 

2 1 
二 ^ - • - • 

A L 

立 • 1 • 2 _ 3 

5 3 

5 4 

5 4 # 5 ~ 2 500* 


(2) 因为所求为二步转移概率，先求二步转移概率矩阵 

-17/30 9/40 5/24 - 

P ⑵ =PP = 8/15 3/10 1/6 ， 

J7/30 3/20 17/90- 


故 P{X^ 2 ^ c \X n =h) = [P{X rrfl = c I X ?l =b)J =^r. 

6 

例 4 设有1，2,…， 6 共六个数字，从中随机地取一个，取中 
的数字用芩表示，对72>1， 令夂 是从1，2,…，这个数 

字中取中的数字•证明是一个马尔可夫链，求其状态 
空间£:及一步和二步转移概率矩阵. 

解 状态空间 E ={1，2, …， 6}. 任取 
要使 = ，…， H }>0, 应有 … X ， 

此时 = /，, I 义 “ =, ••• = i x } 

= Y~ ^ if, 1 x t ^ = H 

l ?r-\ 

一步和二步转移概率矩阵为 
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P^ Z) = pp = 


3/4 

1/4 


11/18 

5/18 

1/9 

25/48 

13/48 

7/48 1/16 


137/300 77/300 47/300 9/100 1/25 

-49/120 29/120 19/120 37/360 11/180 1/36^ 


例 5( 天气预报问题）设明天是否有雨仅与今天的天气有 
关，而与过去的天气无关.又设今天下雨而明天也下雨的概率为 


«，而今天无雨明天有雨的概率为妁规定有雨天气为状态0,无雨 
天气为状态 1. 因此问题是两个状态的马尔可夫链.设 a =0. 7，沒= 
0. 4,求今天有雨且第四天仍有雨的概率. 

解由题设条件，得一步转移概率矩阵为 



■Pm 

Por 


~a 1 — a ' 



0, 3" 

- p \0 

Pn - 


■/? 1 — /?- 


-0.4 

0. 6 - 


于是，二步转移概率矩阵为 


P <2> =z PP 二 


—()• 7 

0-3- 

—a 7 

a 3 一 


「()• 61 

0. 39 琴 

-()• 4 

0.6 - 

^0. 4 

0, 6 - 


-a 52 

0. 48 - 


四步转移概率矩阵为 


/>( 4 ) — p ⑵ p ⑵ 


^0. 574 9 
■0. 566 8 


0. 425 r 
0. 433 2- 


从而得到今天有雨且第四天仍有雨的概率为 

= 0. 574 9. 

例6 —质点沿标有整数的直线游动.设经一步由点 i 移到点 
i 一1的概率为 P ， 留在点 i 的概率为〜移到点 〗+1 的概率为 r ， 且 
p - hq - br = l , 求一步转移概率矩阵与二步转移概率矩阵. 


解依题意，有 
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Pi 卜 i=P ， Pi)=q ， 

p tJ =0， 一 1( 或 + 




于是 


其中 


(/>")，，= ( PT )， 

’0, j <C z — l t 

p ， j = i — l , 

Pij = j <?，j = “ 

r ， j — z + 1, 

[0 ，j > i + 1* 


由 —^ 步转移概率的性质 Ap = 2 PikPkj ，得 

k=i 

ro, j <ci — 2 , 

p 2 » j = i~ 2, 

Ipq ， j — i — l f 

pf =<q z -\-2pr, j = i, 

2rq , j = i + 1» 

r 2 , j = i + 2 ， 

、0 ， j i~\~ 2. 

例 7 设有一质点在直线上作随机游动，其状态空间 J = 
{0，1，2,…， m }. 质点经一步自点 i 移到点2 + 1的概率为/)，自点/ 
移到点 i — l 的概率为状态 0,? n 为吸收态 
(若质点到达 X „-0 时，又 +1 就停留在零状态，则称此状态为吸收 
态).求其转移概率矩阵. 

解是一齐次马尔可夫过程.其一步转移概率为 

Pirn = P , 1， 


pi i -1 = q ， 1， 

pq = 0， j ^ i _ 1 和 i + 1 ，\ — 

Poo = Pnwn ~ 1- 

由于吸收态 0， m 是状态空间的两个端点，故称此种过程为有两个 
吸收壁的随机游动.状态；为马尔可夫链的吸收态的充要条件是 
P ,= h 其一步转移概率矩阵是 ( m +1) X ( m +1) 矩阵 
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例 8 甲乙两人进行一种比赛，设每局比赛甲胜的概率是户， 
乙胜的概率是 t 和局的概率为 r ， 且 p^q + r ^ l . 设每局比赛胜 
者记1分，负者记一 1分，和局记零分.当有一人获得2分时比赛 
结束 .以总 表示比赛至^局时甲获得的分数，则 { X „， n > l } 是齐 
次马尔可夫链. 

(1) 写出状态空间/; (2) 求出二步转移概率 矩阵； 

(3) 求甲已获1分时，再赛两局可以结束比赛的概率. 

解 （1) J ={— 2,一1,0,1 ,2}. 

(2) 显然，转移概率矩阵 


P i2) = PP 



0 一 
0 
0 


P 



q + rp 

q z 

0 

0 


0 

r Z ^ pq 



q 

o 


o 

2pr 

r 1 + 2pq 
2qr 
0 



0 

0 


,2 

p 


p + pr 


(3) 经二局结束比赛包括两种情形 ：甲得 1 分经二步转移至 
得2分而结束比赛，或甲得1分经二步转移至得一2分（乙得2 
分)而结束比赛.因此，有 




P ~ Pas~^~ Pw = (p + rp) + 0 = p(l + r). 

在解此题时，读者常常会漏掉第二种情形.尽管本题中第二种 
情形概率为零，但我们必须学会全面、准确地分析问题. 

例 9 CM / G /1 排队系统）顾客到只有1个服务员的服务站是 

参数为 A 的泊松过程，服务员闲着则立即为顾客服务,否则需排队 
等待.设每名顾客接受服务时间是独立的随机变量，有共同分布 
G ， 且与到来过程独立.字母 M 代表顾客的到来间隔是指数分布， 
G 代表服务时间分布，1代表只有1个服务员.若以； C 记第《个 
顾客走后剩下的顾客数， n > l ， 求转移概率. 

解 已知； ^表示第 rz 个顾客走后剩下的顾客数，再令 
V „ 为第〃+ 1个顾客接受服务期间来到的顾客数，则 




x^i + y „ » 〉 o ， 


frrl 


Y ，，， 


X ， 


0. 


由于代表在不相重叠的服务时间内顾客来到的人数，来 
到过程又服从泊松过程，所以是独立同分布的，有 


P{y ri = ;} 










TT 


dG ( x ) ， 


k — 0，1，2，"、 


从而由 足^的 结构与上式知彡 1} 是马尔可夫链.转移概率 
为 


Poj — 



(Xx) } 

TT 


dGU ) ， 




Pv = 



(;—z + 1) I 


dGU), 




Pij = 0, 其它. 

注意若以足表示时刻 i 系统中的顾客人数，则 
不具备马尔可夫性.已知系统在时刻《的人数，要预测未来，虽然 
不用关心最近一名顾客到达后已过去的时刻，但要注意已接受服 
务的顾客及其已接受服务的时间（因为 G 不是指数分布，不具备 
无记忆性，所以已服务的时间与离去时间有关).因此，对具体问题 
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应选择适当的，使可以直接或间接得到一个马尔可夫链. 

例10 A 种啤酒的广告改变广告方式后经市场调查发 现:买 
A 种啤酒及另三种啤酒 B ， C ， D (设市场上只有这四种啤酒）的顾 
客每两个月的平均转移率如下： 

A — A (95%)— B (2%)— C (2%)— rxi %), 

B — A (30%)— B (60%)— C (6%)— D (4%) ， 

C — A (20%)-- B (10%)— C (70%)— D (0%) ， 

D^A(20%)—B(20%)—C(10%)4D(50%). 

设目前购买 A ， B ， C ， D 四种啤酒的顾客的分布为 C 25%，30%， 
35%，10%)，求半年后 A 种啤酒占有的市场份额. 

解因为，转移概率矩阵为 



-0. 95 0. 02 0. 02 0. 01— 

0. 30 0. 60 0. 06 0. 04 

p „ 

~ 0. 20 0, 10 0. 70 0. 00 

L 0, 20 0.20 0.10 0.50- 

再令 = 25,0. 30 ，0. 35，0.10). 

半年以后顾客的转移概率矩阵为浐 3) ，而 

U 889 4 0.889 4 0.889 4 0. 889 4 — 

, 0,601 75 0.60175 0,60175 0. 60175 

p (3) = J >3 _ 

~ ~ 0. 483 4 0. 483 4 0. 483 4 0.483 4 

-0, 500 9 0.500 9 0.500 9 0. 500 9 _ 

因为只关心从 A , B ， C ， D 四种啤酒经三次转移后转到 A 种的概 
率，所以由的第一列，得 

一0. 889 4 - 
0. 60175 

P = (0. 25,0. 30,0. 35,0. 10) ^ 0. 624. 

0. 483 4 

一0* 500 9 - 

所以 A 种啤酒在半年后占有的市场份额为 62. 4%，广告的效益 
很好. 
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例 11 设 {U > 1} 是一个独立同分布的取非负整数的随 


机变量序列， P{ A = 0 = A 


G> 0 ) .令 = 


是 =1 

证明： 是马尔可夫链，并求其一步转移概率矩阵. 


71+1 


解 X n 的值域为{0，1，2 2 ,3 2 ，"-} 

+^!+1 ，於 >1 •有 


P { X ^= \ X n = i n ,X 


n —1 


= E,X^-X„ + 2 /X ： 

h ，…， Xi = A } 


=+ 2 + ^1 = ^rrfl ) 

=P{X wfl = I X„ = 

所以， U n 是马尔可夫链.转移概率 

p {j =?{^ + 271^+11 =j} (i ， jeE ， j »， 

Pij = 0 < i). 

故，转移概率矩阵为 





* 搴 _ 




a。 a i a z 


a 0 a \ a 2 




* 4 * 

» * * 
m -9 m 


例 12 设马尔可夫链 { X„，n>0} 的状态空间/={0，1}.转移 


概率矩阵 P 


Poo Pol 

P\o Pn 」 


⑴设1九。+ 如 _1|<1，用数学归纳法证明 


i(rt) 


2 — Poo — ^ii 


_1 一户 11 1_户00 

-1 ~Pll 1 — Poo 



(POO + Pll — 1 )” 
2 — Poo — ^11 


Poo 

— (1 — p n ) 




(1 — Ax?) 
1-^11 


(2) 证明： lim^ = limps? 


1 —Pi 


l 


fr^oo 


^~Poo~Pn ' 


(n>l); 
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limp 


(n) — 1 ； 一 i(rt) 


01 


limp 


1 — A>o 


li 


2 — />00 ~ Pn 


证 （1) 因为所以 


P 


( 2 ) 


当 77 = 1 时， 2 公击 


Poo + Pol Pio PooPoi Poifill 

iPioPoo PnPio PloPoi PnPn 


Ci = 0，1)，4 辱 


Jfe=0 


p 


2 — p 


00 


Pn 


fl _ Pll 1 ~ PQO 


1_夕11 1 一夕 


00 



Poo +^11—1 
2 — Ao — Pn 


l—^oo — (1 — / >oo) 


(1 —々 li ) 


1 — Ai 


设当 n=k 时，结论成立.那么当 n = k + l 时，有 


P 


< tfi ) 


p 


2 — Poo — Pn 


l-/>n I-P 


00 


-1 一夕 11 1 一户 00 


p 


+ 


(poo + Pn — l) fc r 1 ~ ^00 


2 — f oo — Ai 






^ — Pn 


d-^oo) 

1 一 Pii 


P 


_ l-/>n 1 一夕 

2 — Pqq — Pn Ll — p n 1 




00 

PoQ 」 


| ( Poo+^U — 1) 奸 1 「 l ~ Poo —( l - poo)l 
2 — Poo 一 Pn -— (1 — p n ) 1 — p n 一 

故结论 成立. 

(2) 因为丨 Ax > +九1 _ 1 1 <1，故丨九。 — 1 P - ^0■在 

式中，令 〜 即得 


= ^Pio 

rr-^-oc ^oo 

TT — ^oo rt —— ^oo 


1 ~^11 
2 — /?00 ~ Pn 

Poo 

Poo ~ Pn 


例 13( 随机游动问题）随机游动是马尔可夫链的典型例子， 
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例6、例7都是随机游动的 例子. 随机游动的统计特性由它在边界 
的行为所决定.常见的随机游动有以下 几种： 

(1) …， 一 2，一 l ，0， l ，2 r ”} ，在士 oo 的边界上没有任何 

限制，称为自由随机游动.一步转移概率为 


P “-产 P , A 出=9=1-/>，阳， 0< p<h 

其余的 A ;/=0. —步转移概率矩阵 


_ 






P 0 q 

夕 0 g 

/) 0 g 



(2) 7={0，1,2,"小九。=1,称之为有一个吸收壁{状态0)的 
随机游动. 一 步转移概率为 


p { t+1 q = 1— p m ^ 

其余 Pi ^ O . 一步转移概率矩阵为 



1 0 
p 0 

P 


q 

0 q 




(3) / = {0，1，“*，72}，/>00=1，/^=1，称之为有两个吸收壁(状 
态0和 72) 的随机游动, 一 步转移概率为 

Pii _\ = P ， Am = 9= 1 —— 1, p 00 = 1，夕加=1， 

其余 h =0. —步转移概率矩阵为 



(4) {0,1，2，“*} ，/) 00 =0，/> 0 ] 

态 0) 的随机游动.一步转移概率为 


1，称之为有一个反射壁（状 


P t r 


P ， P“+\ = q = l— Poo = 0, 夕 oi 


其余九 =0. —步转移概率矩阵为 

0 1 

P 0 q 


P 


p 0 g 




華 _ 

* « 

毒 « 


(5) J ={0，1，2，”*}， p 00 = a ，/? 01 =/? U + 召 =1)，0< a < l ， 称之 

为有一个弹性壁(状态 0) 的随机游动. 一 步转移概率为 


P t —i = P，P 


i 


Q 


1 一 p ， p 


oo 


a ? p 


01 


其余 A =0. —步转移概率矩阵为 


p 


a 


夕 0 g 
p 0 


q 


m 


(6) J= {0 山 … ， 77 } 400=0，/^ =1，〜=()， 〜 _i = l ， 称之为 

有两个反射壁(状态 0 和 72) 的随机游动. 一 步转移概率为 

Pa-i = Pi 1+1 ~ q = I — p ， l ^ i^n — 1， 


Poo = 

其余 A > =0. 


1 ， Pen = 1 ， Pm 
-步转移概率矩阵为 

—0 1 

P 0 q 


0 ， Pn 


n ^1 


1， 


p 0 g 


* 


/> 0 Q 

— 1 0. 

( 7) Z = {0 ， 1 ， … ， 77} ， 々 oo =a ， Pol =/? ， 0<a<l (a+/?= 1) ; Am = 

心称之为有两个弹性壁（状态 0 和 
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72) 的随机游动. 一 步转移概率为 

Pa-\ = P ，Am = Q = 1—<w_l ， 

Poo = a ， p 01 = /? ， p 加 = 占， pn^ = 7, 

其余 =0. —步转移概率矩阵为 



若{匕4>0}是独立随机序列，具有如下相同 分布: = 

n 

= p,P{Y k = — l}—q=l—p, ^=0,1,—. 令 X„ = 2^*» 则称 

是广义随机游动的. 

第三节马尔可夫链的状态分类 


主要内容 

本节只讨论齐次马尔可夫链 { , «>0 } ，状态空间 J = { 0，1, 

2,… } ，一步转移概率为仏， ijei . 

一 、状态的分类 

1. 如果集合非空，则称该集合的最大公约 
数 d =< i ( z )= G . C . D {« : ^)>0} 为 状态；的周期 .如 d > l ， 则称< 
为周 期的; 如3=1，则称 i 为非周期的. 

2. 如 f 的周期为 A 则存在正整数 Af , 对一切 n > M , 有/^ X ). 

3. 设如果存在一个正整数 n , 使 K M ) >0, 则 称状态 i 
可达状态 i ， 记为 
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若对一切正整数《，都有 =0, 则称 状态；不可达） ，记为 

i \ j - 

4. 设如果;，则称状态 z 和） 是相通的 ，记 
为 i 一 

5. 可达关系与相通关系具有传递性，即 

若 则 若 i 一; uAfe ， 则 I 一 k . 

这一结论可以推广到有任意多个状态的情形. 

6. 设巧不=^}>0,士 J ， 则 
f i} ^P{T tj ^n\X Q = i) 

— P { X n = j ， X k # j ， k — 1，2 ,…， n — 1 丨 X 。 = i } 

称为从自状态 i 出发，经《步首次转移到达状态 j 的概率，简称首 
S 概率. 

这里，设 X 。 厂％ =minU | X 。 = z } 称为从状态 
出发首次进人 j 的时刻.如果 Pd = G = o 或^则规定 
^ = oo . 在通常情况下,％是一个随机变量. 

(1) 首达概率可以用一步概率表示，即 

fif ~ S 2 …… Pi 

i t 内 

(2) 对任意正整数《,首达概率与《步转移概率之间有关系 

Pf = = S / TW 、 l < n < oo . 

z=i / =1 

7. f , - 立} f 称为从状态 i 出发，迟早要进入状态 > 的概 

n— 1 

良有 

o <4 w) </ y < i , uj e h 

当 7=^ 时 ， l 是从 f 出发，首次返回 i 的时刻 ;/ s 是从状态 i 出发， 
迟早要返回状态；的概率. 

a ) 4 > o 的充要条件是 i — j ; 

(2) >0和 4>0的充要条件是 i 一 j 、 

8. 如果 / y =1 ， 则称状态 f 是常 返态; 如果 / fi <l , 则称状态 i 
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是非常返(或滑过)态. 

对常返态 i ，由定义知 ,77^1} 构成一概率分布，其期望值 

oo 

内二 S ^ } 表示由 z 出发再返回到，的平均返回时间. 

n= 1 

若 "，‘〈00 ， 则称常返态 f 为正常返态;若& = co , 则称常返态^ 
为零常返态.非周期的正常返态称为遍历状态. 

9. G . C . D {72： n > l ,^ ) >0}= G . C . D { n ：? i ^ l ,/ t } >0}. 

二、常返性判别 

OO 

1. 状态〗是常返态的充要条件是= CO . 若状态 i 是非 

«=0 

OO 

常返态，则 — 1/(1—/&). 

(1) 状态7是非常返态的充要条件是 i />= <〜. 若状态 j 是 

n =\ 

非常返态，则= 0. 

Tt -*^00 

(2) 若状态 7 是非常返态，则对任意；61，有 Um /4” )= 0. 

2. 若状态；是常返态，则它是零常返态的充要条件是 Um 夕^ 

=0;若_ / 是零常返态，则对于任意乇 

3. 若则它们同为常返态或非常 li 态; 若〗， i 同为常返 
态，则它们同为正常返态或零常返态，且 i ， j 有相同的周期. 

4. 状态£是遍历状态的充要条件是= l /^>0. 一个不 

可约的、非周期的、有限状态的马尔可夫 Si 遍历的. 

疑难解析 

1. 为什么要对马尔可夫链的状态进行分类？ 

答对齐次马尔可夫链代表的系统进行研究时通常要讨论两 
类 问题: 一 是瞬态分析;二是稳态分析.瞬态分析讨论的是,在某一 
固定时刻 n 时系统的概率特性，即求 7 z 步转移概率或绝对概率 
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pj ( n ) =P{X n —j }. 稳态分析是讨论当 72 -^ 00 (或 72 充分大)后系统 

的概率特性，即当 n - oo 时，^^的极限是否存在，若存在又与状态 
的关系如何，极限概率能否构成概率分布.要解决这两类问题，就 
需要对状态进行分类，并对状态空间进行分解(将在下节讨论). 


2. 为什么当 — j 时，有 d (0= d ( j )7 
答因为 — j ， 即存在 m ， 72 ， 使/^ >0 ， #) >0 ， 于是 

== >pTpT>^ 

kei 

设有 S 使 /^ X )， 则 


p^ +s+m) >p^pjfpf>0. 

而应能同时整除 n + m 和 7 Z + m + s ， 故必整除 s . 又 < i ( j ) 是 i 
的周期，所以 d ( i ) 也整除 d ( j ). 反过来同样可以证明 d ( j ) 能整除 
于是得到 d ⑴ = d ( j ). 


方法、技巧与典型例题分析 


通过本节学习，要求读者能对状态进行分类，确定是否常返态 
或遍历态，并能求出周期.要解决这些问题，必须十分熟悉定义与 
定理，并能由 一 步转移概率矩阵画出状态传递图. 

例1设1={0，1，2}，一步转移概率矩阵为 

1/2 1/2 0 ' 

P = 1/2 1/4 1/4 . 

_ 0 1/3 2/3, 

画出状态传递图并分析各状态间关系 
解状态传递图如图 3. 1所示. 


1/4 



图 3.1 
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1/2 1/4 

由状态 0 可达状态2,⑥—①^ ②； 

1/3 1/2 

由状态 2 可达状态 0 , ②一一^⑨. 

例 2 —个状态空间为 J ={0，1，2,3} 的马尔可夫链，其一步 
转移概率矩阵为 

-0 0 1/2 1 / 2 - 

_ 1 0 0 0 

_ 0 1 0 0 ? 

—0 10 0 _ 


试对其状态进行分类. 

解这是一个有限状态的马尔 
可夫链，所有状态都是相通的，因此 
所有状态均为常返态.其状态传递 
图如图 3. 2所示. 

例 3 设 J ={1，2,3,4}， 其一步 

转移概率矩阵 



图 3. 2 


n/2 1/2 0 cr 

10 0 0 
0 1/3 2/30 

— 1/2 0 1/2 0 一 


试对其状态进行分类，确定哪些状态是常返态，并确定其周期. 

解画状态传递图如图 3. 3所示. 

1/2 ^ 因为对一切=0,所 

以/44=0<1.从而知状态4是非 
2/3常返态.又 



1/3 


图 3.3 




1 ) 
33 


/ 3 ?=0 ( n ^ 2 ), 


所以/% = - f < L 从而知状态 3 也是非常返态. 
而 /n^/i^+Zif = =1/2 + 1/2=1, 
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+/ S ) + … = 0+ l /2 + l /2 2 + …=1， 

所以状态 1 和状态2是常返态.又知 


= 2 n f\\ 二音 〈+ °° ’ 

1 


/^2 = S n f { 22 =1*0 + 2•士+ 3 

n^l 乙 



2 1 




• ♦ « 


二 ■■ ■ 3 < C ^ ~ j ~" oo ， 


而其周期均为1，故状态1与状态2是正常返态，且为遍历态. 

例 4 设马尔可夫链的状态空间1={0，1，…}，其转移概率为 
/^ +1 =1/2，丸。二1/2, i =0， l ，2，》_. 试画出状态传递图并对状态 
分类. 

解状态传递图如图 3. 4所示. 


1/2 1/2 1/2 1/2 



图 3-4 

oo oo 

/oo = 2 / o ? = 2 = 19 故状态0是常返态. 

n=0 w=0 乙 

又任一状态 f 都与0相通，所以由判别准则，任一状态£都是 

oo 

常返态.而/ A ) = 7 < 00 ，所以状态0是常返态;又 poo = j 

> 0,故状态0是非周期的，从而是遍历的，故依判别准则，任一状 
态都是遍历的. 

当状态较多时，逐个对状态进行计算是困难的.如果状态是相 
通的，选择其中一个易于识别的状态进行计算和识别，也就识别了 
其余的状态，从而可以大大减少工作量. 

例 5 考察状态传递图（图 3. 5) 所示马尔可夫链，求其周期. 
解因为从状态1出发再回到1的可能步长为 

了={4,6,8，10广.}， 
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图 3. 5 

其最大公约数是 2. 虽然从状态1出发2步不能回到状态1，但仍 
然称2是状态1的周期. 

例6设直线上的随机游动的状态空间 { 0，士 1，±2，… } ， 
转移概率试确定其状态的常返性. 

解对状态0,因为成” +1) =0，^=1，2，-"，所以 

=Q n p n a-pr 

n\n\ 

又由斯忒林 （ Stirling ) 公式可 知：当 n 充分大时， W ! 〜 

72” 十 1/2 e ~" 故 / ff ) ，而 〆 1 _/>)<+， 且 〆 1_ 夕） 

=+<=>产 j •从而，当产+时2 = °°，否则免 pT <°°. 

今乙 ^ n^O H=0 

即/>关+时，状态0是非常返态，/■时状态0是常返态. 

因为各个状态是相通的，所以依判决准则，各个状态有相同的 
常返性. 

例7已知马尔可夫链{：^,，71>0}的1={1，2,3,4}，转移概率 
矩阵 P 的状态转移图如图 3. 6所示，试对状态进行分类. 

解因为 九1 二1/4■，故 >0} 的最 
大公约数3=1，所以状态1是非周期的.从 
而每一状态都是非周期的. 

考虑状态1是否常返态.因为= 

1/4,而 

/If =?{^=1,^^1|^(0)=1} 
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~-P{ X 2 = Hi =2 丨 X 0 = 1} P{X 2 = 1 ?—3 = 1} 

+P{X 2 = 1,X 1 =4|X 0 -1} 

- P { X 2 = 1| X 1 =4, X o =1} P { X 1 =4| X 0 = 1} 

1 

= PaiPu = J ^ 

类似可得 fn = J * Ai = J » fn -0 (77^5). 


所以 fn = g /if =i + T + T + T = u 

故状态 1 是常返态. 


又 " i = S ^fn = 吾〈⑺，所以状态 1 是正常返态_因为各 

el L 

状态相通，依判别准则，所有状态都是正常返的，因而都是遍历的. 
例8考察生物群体，以 { X „， n > OH 己马尔可夫链，则 J == 

{0，1，.”}.设 Ai +1 = A ， =片（灼 =0) ，九== A ^ l — A , 

OO 

0.令叉。=1，义,>0，片>0，证明：当乏] = 时 ，又 （表示 

k^i a iA 2 

在时刻 w 时个体的数目）的所有状态都是常返的. 

证显然，所有状态都是相通的，所以只需考察状态0.记对 
固定的状态，有 

Ui = A,w m + (1 — 又 ，-—//, ) u { , 

或 ~U { = ^(Mi — Mh) =…= 冗卜 1 ::: (": — ^ 0 ). 

/V t 卜广 * 八 1 


令卩 o = l 9 j 3 t = ^^^^( u 0 = O f u k = 0)* 将上式两边对 i = 0, 1，…， 

k —1求和，得 

k -\ 




：o 


从而得出 u { = 2(4 — 〜 1 ) = 2 ft /2 ft ， 

j=i j =^0 
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= 尸 d 。< t u i x 0 = 1 } = 2 ft/Sft ^ 1 — - 

j~ 1 j~0 j = 0 

oo 

由于 { T 1() < 丁 u } 单调增加并趋向于{丁 10 < co } 及条件 2] ft = oo , 

令々400，则由上式得 ' 

P{T 10 <co I x 0 = 1} =/ 10 = 1， 

所以，由 /oo = Poo + Pol flO =^0 + A 0 == 1 

知状态 0 是常返的.如上可知，如 A > A ,>0, 则所证等式成立，所 

有状态都是常返态.这一过程称为生灭链. 

m 第四节状态空间的分解 


主要内容 

1. 设 c 是状态 空间/ 的一个子集，如果对于任意的状态 
iec ， 状态 j 泛 c ， 都有巧 =0( 即从状态 i 出发，经一步转移不能到 
达状态 j ) ，则称 C 是(随机)闭集.如果 C 的状态互通，则称 C 是不可 
约的.如果除7以外没有其它闭集，则称马尔可夫链是不可约的. 

2 . c 是闭集的充要条件 是：对 任意的 fec ，_/$ c ，都有 

pjf = 0 , 72 > 1 . 

3. 任一马尔可夫链的状态空间 I ，必可唯一地分解成有限个 
或可列个互不相交的子集 n , q , c 2 , …， C A ，… 的和.其中 

(1) 每一 Q 是由常返态组成的不可约闭集. 

(2) Q 中的状态同类，或全是正常返态，或全是零常返态，有 
相同的周期，且 4 = 1 ， i , jec k . 

(3) N 是所有非常返状态组成的集合. 

以上称为马尔可夫链的分解定理. 

4. 设 DCJ ， 如果对必存在整数 77>0 及状态，使 
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^^、(^则称乃为开集. 

设 DC /， 则称包含 D 的最小闭集为 D 的闭包，记为&任一 
状态 i 的闭包 {】} = { i } UU :^—々}. 


5. 称矩阵(％)为随机矩阵，如果其元素满足：（1) a y ^0；(2) 


对每一“ 2 a v = 1- 


显然4步转移概率矩阵 P W = (/^ ) 是随机矩阵. 

6. 设 c 为闭集，则只在 c 上考虑，矩阵 p ==( 久）， i ， jec 仍 
是随机矩阵. 


在转移概率矩阵 P 或 i> w = ) 中，将对应于闭集 C 之外状 

态的所有行与列都删去，余下的矩阵仍是一转移概率矩阵.它对# 

一 个状态空间为 C 的马尔可夫链，称为原马尔可夫链的子马尔可 

夫链. 


7. 周期为 d 的不可约马尔可夫链，其状态空间 C 可唯一地分 
解为 d 个互不相交的子集之和，即 

d ~~\ 

C = U G r9 G r f] G s = 0 f 

r =0 

且自 G 中任一状态出发，经一步转移必进人(^^^中（其中 G rf = 
G 0 ). 

8. 设是周期为 d 的不可约马尔可夫链，则 有： 

(1) 如只在时刻0，么2^，"_上考虑{又„，7^0}，即得一新的马 

尔可夫链 { ， n ^ O } ，其转移概率矩阵 ) ,其分解出的 
子集是不可约闭集，且仏的状态是非周期的. 

(2) 若原马尔可夫链{尤，72>0}是常返态的，则 { Xw ， 71^0} 
也是常返态的. 

9. 不可约马尔可夫链是常返链的充要条件是；方程组式= 

oo 

Y ^ Z”i = 1，2,…没有非零的有界解. 

j^i 

不可约马尔可夫链是非常返链的充要条件是：方程组= 
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z = 1，2, …有有界的非常数解. 

尸0 

疑难解析 

1. 怎样理解状态空间的分解定理？ 

答状态空间的分解定理 说明: 状态空间的状态可按常返态 
与非常返态分为两类，非常返态组成集合 IV ，常返态组成一个闭 
集 C . 闭集 C 又可按相通关系分为若干个互不相交的基本常返闭 

集 Ci ， c 2 ， …. 

一个马尔可夫链，如果从 iV 中某一非常返态出发，它或者一 
直停留在 N 中，或者从某一时刻进人某一基本常返闭集 Q ， 一旦 
进入，就永不 离开. 一 个马尔可夫链，如果从某一常返态出发.必属 
于某一常返闭集 C 4 , 则马尔可夫链将永远停留在这一闭集中. 

2. 有限马尔可夫链有什么性质？ 

答当一个马尔可夫链的状态空间是一个有限集合时，称为 
有限马尔可夫链.它有以下性质： 

(1) 所有非常返态组成的集合不是闭集.这可由反证法证明. 
因为若是闭集，则对任何； 6 N ， 有= 1. 但由非常返性， 

= 0,而要0 =乏] lim ^ = 1是不可能的. 

(’ 2) 没有零常返态.同样可用反证法证明. 

'(3) 必有正常返态.由转移概率性质，总有 2] = 1.由于 J 

有限，求和号与极限号可以交换，于是 ' 

limXX 〉 = 2 = 1, 

说明不可能对一切 j 都有 =0. 若有状态是使 lim /^^0, 则 
状态是即为正常返的.^°° ^ 

(4) 有限马尔可夫链的状态空间可分解为 
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其中 N 为非常返集合, C ,_， i 关1，2,…4是正常返集合. 

由 （2) 和 (3) 知， J 可分为非常返集 N 和正常返集 C ，因为 I 有 
限，故存在有限数 I 使0=(^+0 2 +… + C , ，而 C fe 是正常返集. 

不可约有限马尔可夫链只有正常返态.因为有限马尔可夫链 
是不可约的，所以整个状态空间构成唯一的闭集.而非常返集 N 

不是闭集，故只能由正常返态组成闭集，而且只有一个，故必为 I 
—C. 

方法、技巧与典型例题分析 

本节问题是上一节问题的深化，在对马尔可夫链状态分类的 
基础上，将状态空间分解. 

例1设马尔可夫链{叉„，?2>0}的状态空间1={1，2,…，6}， 
转移概率矩阵为 

0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 1 0 

1/31/3 01/30 0 

1 0 0 0 0 0 

0 1/2 0 0 0 1/2 

试分解此马尔可夫链并求出各状态的周期. 

解 状态传递图如图 3. 7所示. 




对状态 1 ，有 



= U/n = 

0 (n^4 ), 

故 /n=l. 状态 1 为常返态 . a = 

CO 

n— 1 

= 3, 由状态 1 生成的 

基本常返闭集为 



Q — {1} — {1} U { kxl ^ k } = {1，3,5}. 

类似地，状态6也是正常返态，化二3/2,由状态6生成的基本 
闭集 C 2 = ^} = {2,6}. 

{ 4 } 是非常返集，从而状态空间 

1= {4} U U ，3,5} U {2,6}. 

由/?>0,故状态1周期为3,从而 Q 中状态周期均为 3. 又 
/$>0,故状态6是非周期的，即 C 2 中状态是遍 历的. 同样，因 
>0，故状态4也是非周期的. 

例2设马尔可夫链 { X n ， 的状态空间1={1，2,3,4}， 
转移概率矩阵为 

- 0 0 1/2 1/T 

0 0 1/2 1/2 
P = ， 

1 / 21/2 0 0 

A /2 1/2 0 0 - 

画出状态传递图，并讨论周期性. 

解状态转移图如图 3. 8所示. 

1 = {1,2} + {3,4} = C x U C 2 , 



图 3.8 
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马尔可夫链的确定转移为 C 2 — Ci — C 2 • 

因为…，故确定各状态的周期为 2. 
例3设马尔可夫链的状态空间 J ={ a ，6， c ， c /， e }， 转移概率 
矩阵为 

" 1/2 0 1/2 0 0 一 

0 1/4 0 3/4 0 

P = 0 0 1/3 0 2/3， 

1/4 1/2 0 1/4 0 

L 1/3 0 1/3 0 1/3」 

求其闭集. 

解状态传递图如图 3. 9所示. 



图3_9 

集合 {6 j } 可达集合 { a ， c ， e } ，但反过来不可达.即若过程离开 
了就不可能回到状态 b 与 d . 所以有两个闭集和 
U ， C , e } ，从而马尔可夫链是可约的. 

从 P 中删去 6， d 代表的第2行、第4行和第2列、第4列，得 
对应不可约闭集 U ， c , 4的马尔可夫矩阵为 

- 1/2 1/2 0 - 
Q = 0 1/3 2/3- 

J /3 1/3 1/3. 

例 4 不可约马尔可夫链的状态空间，转移概 

率矩阵为 
110 



— 0 0 1/2 0 1/2 O ' 

1/3 0 0 1/3 0 1/3 

0 1 0 0 0 0 

P = 

0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 

— 0 0 3/4 0 1/4 0 „ 

求状态的周期与闭集. 

解状态传递图如图 3. 10所示. 



图 3. 10 

各状态周期 ^=3. 固定状态1，有 

C 0 ~ :对某 n 有 P 1^”〉 〉0} = {1,4,6} , 

Cj = {_； :对某 7 Z 有 >0} = {3,5}, 

C 2 = o ’: 对某《 有 >0} =⑵， 

故 J = C 0 + Q + C Z . 

例 5 对例4的马尔可夫链，因为4=3,求 { X 3 „， tt >0} 的转移 

概率矩阵、状态传递图、闭集与周期. 

解因为，依定理，转移概率矩阵为 





「1/3 

1 

0 

0 

1/3 

0 

1/3 


0 

1 

0 

0 

0 

0 

p (3) _ 

— ■ ■■国 

0 

0 

7/12 

0 

5/12 

0 

1/3 

0 

0 

1/3 

0 

1/3 


0 

0 

7/12 

0 

5/12 

0 


一 1/3 

0 

0 

1/3 

0 

1/3 


所以状态传递图如图 3. 11所示. 
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1/3 


8 

1/3 


图 3. 11 

在 { X 3 „， n >0} 中， ， C 2 = {2} 各为不 
可约闭集，周期 d 是 1. 

例6设马尔可夫链的状态空间/= { 0，1，2，3 } ，其转移概率 
矩阵为 


— 1/2 1/2 0 0 一 

1/2 1/2 0 0 

1/4 1/4 1/4 1/4 

0 0 0 1 


求状态空间的分解. 

解状态传递图如图 3. 12所示. 



图 3. 12 

由状态3不可能到达任何其它状态，所以是常返态.状态2可 
到达0，1，3三个状态，但从0，1，3三个状态都不能到达状态2，但 

0与1两状态相通，构成一个常返态闭集.又= 士，所以状 

态2为非常返态.于是状态空间分解为/-{2} + {0,1} + {3}. 

例7设马尔可夫链状态空间1={0，1， …， 8}，转移概率矩 

阵为 
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*00000000 
00x000000 
0*0000000 
0000**000 
P ~ 0 0 0 0 * * 0 0 0 

000*00000 
** 00 * 0*00 
oooooo*** 

Lo 00000*00 

其中 * 表示正概率，求状态的分类. 

解状态传递图如图 3. 13所示. 



图 3_ 13 

因 Ax ) = 1，故状态0为吸收态，构成闭集. 

又{1，2}构成一个闭集，{3,4,5}也构成一个闭集,而集{6,7, 
8} 为非常返集. 

例 8 马尔可夫链的状态空间 J =={0，1, …，7}，其转移概率矩 

阵为 

~0 1/4 1/2 1/4 0 0 0 0 " 

0 0 0 0 1/2 1/2 0 0 

0 0 0 0 1/3 2/3 0 0 

P= 0 0 0 0 0 1 0 0 

00000010， 

0 0 0 0 0 0 1/2 1/2 

1 0 0 0 0 0 0 0 

-10 0 0 0 0 0 0 _ 
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求状态转移图和周期. 

解状态传递图如图 3. 14所示. 

由图可知八个状态可分为四个 

子集 

Cj — {0} , C 2 — { X ?2,3 } , 

C 3 — { 4?5 } , C A — {6,7}. 

它们是互不相交的子集， 7=(^ uc 2 
UC 3 UC 4 ，有确定性的周期转移 

故该马尔可夫链的周期 d=4. 

例 9 设质点在包括原点的正半轴上作随机游动.除原点外， 
在任何一点上都以概率 p 右移一个状态，以概率 q = l~p 左移 一 
个状态;在原点处以概率 P 右移一个状态，以概率 g 留在原点处. 
判别： 

(1) 该随机游动是否不可约齐次马尔可 夫链； 

(2) 该马尔可夫链是否常返链. 

解由质点运动规则知，该过程是一个齐次马尔可夫链.状态 
空间/={0，1，2，_"}.其一步转移概率矩阵为 



图 3. 14 


\q P 


g 0 p 

* • • 

* 暑 k 

L 

(1) 由于状态空间的所有状态都是相通的，因此所有状态都 
是常返态的，构成一个闭集，依定义知，是一个不可约的齐次马尔 
可夫链. 

(2) 利用定理(见主要内容 8) .方程组为 

(Z, = PZ z , 

lz, = qZ^ x + pz ^ x , i = 2,3 ,…， 

利用/可改写为 
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Z 2 — 4 


f zl ， 


— z { 


q 




p 




2,3, 


不断迭代可得 


1 — Z { 


对^从 1 到 A — 1 求和，得 


P 


z 1? 


1，2,3, 


4- z , 


q 


k — i 


lv7 ] + 


p 


k -2 



_ • ■ 


即 




L ~ ( q / p ) 1 
1 一 ( q / p ) 


+ { J 


Z \ ，& = 1 ， 2 ， 


Zi , k = 2,3 


此式说明 :如果 g />< l ， 则乙是有界的，即方程组有非零有界解. 
依定理知，此马尔可夫链是非常返态的.如果= 1或 q / p>U 
则4是无界的，即马尔可夫链是常返态的. 

从上面的例题可以看到 :许多 例题的问题是类似的，但解决的 
方法却不是唯一的.解题应该多进行思考，寻求不同的方法. 


第五节遍历性与平稳分布 


主要内容 

一、 的渐近性质与遍历性 

1. 对于状态 z 61，如果状态 j 是非常返态或零常返态的，则 

lim/4”) =0. 

由上节疑难解析2可^•限状态的马尔可夫链不可能全是 
非常返态，也不可能有零常返态，所以不可约的有限马尔可夫链必 
为正常返态的.如马尔可夫链有一个零常返态，则必有无限多个零 
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常返态. 


2. 如果状态 j 是非周期的正常返态，即 j 是遍历态，则 

. oo oo 

Um/4 n )=— /◊• 其中 ",= E[T iy ] = Yli n fT ^fv = S/l n> * 

f 1 ) n^l »=1 

如果此马尔可夫链是不可约的，则对于= 

«~^oo 

1/朽,称{1/巧}为极限分布. 

3. 设乂">是齐次马尔可夫链{；^，72>0}的《步转移概率，如 
果对心存在不依赖；的极限 lim 以>=^>0,则称齐次马尔可 

夫链 { X „， n >0} 具有遍历性. 

4. 如果 j 是正常返态，周期为山则对任意的〖及 r 二0,1，…， 
d -\ 有1_^料=/ ?; 0)兰.其中 f , ( r ) - E / T —). 

P-} n=0 

若状态空间为 c 的马尔可夫链是不可约正常返态的，有周期 


山则对任意 DGC ， 有 



当 i 与 j 属同一子类 G ,， 
当/与 j 不属同一子类 G s . 


当 < i=l 时，有 — \/ p. r 

，—oo 

5. 对任意状态 i ， j ， 有 

lim 丄 f ]#) = P 〆 片，当 ； 为正常返态， 

— n ^i J lo , 当 j 为非常返态或零常返态. 

若{又， n >0} 是不可约常返链，则对任意 z _， ），有 
lim — ^2 — 1/朽.当朽=°°时，理解为 l /^ ty ^ O . 

n^o n fc==1 

6. 若 {, rz > 0} 是不可约遍历链，记 D = 1 /&，则 U 4 } 是方 

oo oo 

程组: y , = YjykP ^ 满足条件: y , > 0, = 1 的唯一解. 

o j—o 

二、平稳分布 

设是齐次马尔可夫链，状态空间为/，一步转移概 
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率为 

1. 如果概率分布 满足： 

oa oo 

(1) TCj = li (2) Kj = > 0 ， 

0 f=l 

则称 U ,} 为马尔可夫链 { XyrzSO } 的平稳分布. 

2 . 设状态空间 J = N (非常返态及零常返态 ） U C(c = Q 4 - 
c 2 +…+ C fc ，每个 C t 为基本常返闭集），则 

对每一 ‘ C k ，有 ~ — 1. 

,ec t ^ 

3. 设为马尔可夫链 { X „， n 彡 0} 的平稳分布，则 

(1) 若）6 N ， 则叼= 0; 

(2) 对一切 j 6 C k ，有叫 =&，其中常数 A a = S 叫，且 IX 

j € C k k 

■ 

■ 

M # 

4. 不可约非周期马尔可夫链是正常返态的充要条件是 :存在 
平稳分布，且此平稳分布就是极限分布 U/&，J >0}. 

有限状态的不可约非周期马尔可夫链必存在平稳分布，因为 
正常返态，必有平稳分布. 

若不可约马尔可夫链的所有状态是非常返态的或零常返态 
的，则不存在平稳分布.因为若有平稳分布，则由于= 0,引 

71^00 

出~ 0 与平稳分布2^； — ^ 矛盾. 

J 若 >0} 是不可非周期马尔可夫链的平稳分布，则 

lim 巧 （ 7z) = 1/fjLj = 7tj. 

其中 pjin ) = • 

5. 设％ >0,且乏] < C°°^Wll { o ) j } 是马尔可夫链 { X „， n >0} 

■ 

的平稳分布的充要条各是:存在非负数列 u a } ，使 得: 

(1) XX = 1 ( A a = ^ Joj k ) ； (2) coj =0 ，当 j 6 N ; 

a k € C o 
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(3) 叫二^ 2 •，当 j 0 C . 

f^j 

平稳分布不存在的充要条件是 C =0； 

平稳分布唯一存在的充要条 件是: 只有一个基本正常返闭集 
平稳分布有无穷多个的充要条 件是: 至少有两个 C ,. 

疑难解析 

1. 为什么要研究转移概率的遍历性？ 

答 研究转移概率 ％ n ) 当 n — oo 时的极限性质 ，即 研究 
P { X n =j \ X 0 = i ) 的极限分布，包含有两个问题，一是是否 

存在的 问题; 二是如果存在，是否与初始状态 i 有关的问题.在马 
尔可夫链的理论中，这一类问题的定理被统称为遍历性定理. 

如果对~ G I ，存在不依赖于 r 的极限=九 >0，称齐 

次马尔可夫链 { X „，72>0} 具有遍历性.一个不可约齐次马尔可夫 
链,如果它的状态是非周期正常返状态，则这个状态就具有遍历 
性，从而它是一个遍历链.具有遍历性的马尔可夫链，无论系统从 
哪一个状态出发，当转移的步数 H 充分大后，转移到状态 j 的概率 
都近似于鳥.即当77充分大时，可以用巧作为的近似值. 

研究转移概率的遍历性给我们解决实际问题带来了很多 
方便. 

2 . 研究平稳分布有什么意义？ 

答 判别一个不可约的、非周期的、常返态的马尔可夫链是否 
为遍历的，可以通过讨论 Um /4 n ) 来解决.但是，求户^ 0 的极限是困 

7J—►OO J 

难的 • 所以，我们便通过研究平稳分布是否存在来判别齐次马尔可 
夫链是否为遍历链. 


一个不可约的非周期常返链是遍历链的充要条件是存在平稳 
分布,且平稳分布即极限分布 



“平稳”二字的含义见于下列命 题：若 是马尔可夫链 
{X n ♦ 72^0} 的平稳分布，对每 一 • 是有 P{X 。 = k) ~Kk ，则对~切 
1，有以尤=々}=〜，且对任意正数72及状态九，1；=0，1^"，/，有 
PiX^ = i,,0 << / } = P{X V = j v ，0 

方法、技巧与典型例题分析 

一 、状态特性的讨论 

例1设马尔可夫链的状态空间为 j ={0， l ，2}， 一步转移概 
率矩阵为 



■0. 5 

0. 4 

0. 1" 

P = 

0, 3 

0.4 

0.3 


一 ()• 2 

0. 3 

(X 5 一 


求其相应的极限分布. 

解设其极限分布? T = (7T 。 ，7 Ti ，兀2)，由得方程组 
0. 5丌 0 + 0. 37 Ti 4~ 0. 2^2 — 7 t 0 ? 

<0. 4^： 0 + 0. 4； Ti + 0. 3^2 — TTi » Kq Ki k 2 ~ 1 > 

、 0. l7T 0 ~h 0. 3 tT! 0. 5 兀 2 = 7T 2 ， 

解方程组，得 TT 。 =21/62, A =23/62, A = 18/62. 即不论其起始分 
布如何，在经过一段时间以后，有21/62的时间过程处于状态0.有 
23/62的时间过程处于状态1，有18/62的时间过程处于状态 2. 

例2设马尔可夫链的状态空间为1={0,2,3,4}，转移概率 
矩阵为 

■ 1 0 0 0 - 

0 10 0 

P -—: 

1/3 2/3 0 0 ’ 

-1/4 1/4 0 1/2, 

讨论 KmAt . 

解状态1和状态2都是吸收态，都是正常返非周期的基本 
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常返闭集，而 N ={3,4} 是非常返集.有 


P\f 


沾）= 1/3, 


71 


n 




S ^ - Pn 


0 




1 , 1 1 , 1 1 1 ,, 
M \ A I J I I 


4 1 2 

in) 


4 2 2 4 


尸 • j 一 T 一尸 _ 


说明 limp ? 存在，但与 / 有关, 


71-^00 


*fr 


例3设马尔可夫链的转移概率矩阵为 


1 — /> p 


Q 


1 — q - 


0 < p,q <C 1, 


讨论 P 00 的极限. 


解为了便于取极限，引入矩阵 


Q 


「1 —P 


则 


Q 


— 1 


于是 P (n) ={ QDQT i y n) =Q 


P+q 


1 \(n) 


D = 


Q P 
一 1 1 


0 


-1 1 — p 一 q- 


P=QDQ 


一 i 


n —p 

l q 


Q 


—i 


p^rq 


q^rpil — p-qY p —— p(J —— p —— qy i 
q — q(l — p — q) n p+qil — p — q ) n 」 


因为 |1 一取 rr ^ oo 的极限，得 


limP 


in) 


q P 


P + Qlq p 


知马尔可夫链的 n 步转移概率有稳定的极限. 

例4直线上无限制随机游动的状态空间为1={0，±1，±2, 


« * * 


} ，转移概率为 A 


i+i 




l — pu -^ p , 士八求 lim 夕匕 


解不妨设/>= 1/3,则由于 W 2 。’ 


( 2 «+ 1 ) 


0 , n = 1，2， … ，而 


P 


C2n) 

00 


(见第 三节例 6) ， 


n \ n \ 


Vnn 
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故 

令夕=1/2,故 


limp 


00 


Um (4 .1/3, 2/3)" = 0 . 






limpoo 


C2h) 


lim 


(4.1/2. 1/2) 

vmz 


n 


0, 


从而知，由状态 0 出发经无穷次转移后，系统在某一规定时刻回到 
状态0的概率趋向于零. 

例5有一个反射壁的随机游动的状态空间1={0，1，2,…}， 
状态0为其反射壁.分析各状态的特性. 

解状态传递图如图 3. 15所示.各状态相通，有 


P\\+j = P ， j = 0 ， 1 ， 2,… ， p 00 = <?， 

p x w = q, j = l ， 2, …， Au = 0 ， ^ ^ 0,1, 

Pi A = 0, — ^0, 


p p p p p p p 



图 3‘ 15 

设马尔可夫链存在极限分布 UJ ，则有方程组 


解得 

即 


qn 0 +qn l = tt 0 


P 丌卜 1 + Q^j+i = 

n ^ TtKo / q * 于是 

Q^j+i — P 丌 j = ~P^r-i 


1，2, 


1，2, 


q^z — Ptci = qni — p7v 0 = 0 , 


得 7 T 2 — { p / q)nx = Cp / q ) 2 7 to ^ 继续这一过程，得 

Kj = ( p / qV ^ o - 


显然，如果(/ >/ g ) < 1，则 5] ( A / g ) 1 °°， 则级数 

;=0 j=0 

收敛，因此 TT 。= il - p / q ). 故当/ >< 1/2 时，该随机游动是正常返 
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态的，马尔可夫链是遍历的.而 

Kj — (p/q) J CI — p!q) ^ ; = 0 ， 1 ， 2 ，"、 

j 状态的平均返回时间= — P ). 当增大时， 

平均返回时间也增大. 


当夕= 1/2 时 ， />/g = 1，级数 H ip / qy 发散，随机游动为零 

_/ = 0 

常返态的， 7 T ) = 0，朽= 00- 

当 / Og 时，无极限分布，各状态均为非常返态. 

当 P 从0开始逐渐增加到 p < l /2 时，该链都属于正常返态， 
户=1/2为零常返态， p > l /2 为非常返态. 


例6设一马尔可夫链的转移概率矩阵为 




^ 0 

1/2 

0 

1/2_ 

p = 


1/2 

0 

1/2 

0 


0 

1/2 

0 

1/2 



1/2 

0 

1/2 

0 „ 

讨论此马尔可夫链的遍历性. 




解因为 


"1/2 

0 

1/2 

0 — 

P ⑵ 一 


0 

1/2 

0 

1/2 


1/2 

0 

1/2 

0 



_ 0 

1/2 

0 

1/2」 

当 n 为奇数时， P (n) = 

当 n 

为偶数时， P (n) =J 


P (2) .所以，对任一固 


定的状态 j (; = 1，2,3,4)，极限1^# ) 都不存在.故此马尔可夫链 
不具遍历性. 


例7 —排队模型是马尔可夫链，其一步转移概率矩阵为 


• 1 — q q 0 0 

p(l — q) (1 — p)(l — q) q(l — p) 0 

MM 

0 P(1 — q) pg (1 ~ p)(l ~ q) q(l — p) 

L 0 0 p(l — q) pg-\~(l — p) 
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讨论此马尔可夫链的遍历性，并求其极限分布. 

解计算 pm^p 3 , 知无零元，故马尔可夫链是遍历的. 

设极限分布 n —{ 7 r 0 i 7 Ti ， tt 3 ) 满足方程组 

"7 To = ( 1 — qOtto + / >(1 — q )7 V ” 

丌 ]= Q7T 0 + \_pq + (1 — p){ \ _ g)]7Ti + 夕 （1 — g)7T 2 » 

7T 2 = <j(1 — P)t：i + \^pq + (1 — 夕 ) （ 1— g)]7T 2 + />(1 — g)7T 3 ， 

、 tt 3 — q(l — p)n 2 + LpQ + (1 _ 夕 )] 兀 3 ， 

且 7r D +7Ti +7T 2 +7r 3 =1. 解方程组，得唯一解 



~ p 3 (l — g ) 3 , 


A = ~p 2 q(l~q ) 2 , 


冗 2 = 告抑 2 (1 — 9) ’ 7T 3 = 告? 3 (1 - P) 2 . 

其中 

C=/) 3 (1 — g) 3 +/> 2 g(l — qy~\-pq 2 {\ — q) (1 — p)-j~q 3 (1 — pY. 
若设 />=g=l/2, 则 7T 0 〜 0. 142,7T! =0. 286~ n 2 ~ n 3 . 故极限 

分布 jt = ( + ■，寻 > 即经过 一 段时间后，系统中无人的情形 

占 14. 2%的时间，分别有1人、2人、3人的情形占 28. 6%的时间. 

例 8( 洗牌问题） N 张牌有 JV! 种次序，故设 J={1,2, …， 
N!}. 每次洗牌都是一次转移概率，是一个马尔可夫链.讨论 

rr^oo 

解如果一次洗牌使则必存在洗牌后变为 j 的 r. 这表 
明除了次序不同外，转移概率矩阵 P 的 j 行与> 列是等同的，故列 
元素之和也为1.如果链是不可约的周期的，则有 lirn^ n> ==l/]V!. 

事实上，此时的平稳分布存在且为极限分布，满足; r, = 

<€ / 

由 = 1，知 ~ = a (常数).又由 Dtt ; = 1，知 ~ = 1 /NU 

>e / 

二、求平稳分布问题 
例9设马尔可夫链的转移概率矩阵为 
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" 1/2 
P= 1/2 


1/2 

0 



0 1 
1/2 



求其平稳分布 _ 

解设?1=0^，^，^ 3 )满足方程组 

K \ = 0, 5兀1 + ()• 5； r 2 ， 

\ 7Zz = 0. 5 ki +0. 5 tT 3 ， TTi + 7T 2 + 丌 3 = 

, tt 3 = 0. 5 tt 2 "h 0. 5 tt 3 ? 

解得唯一解 ? r = (1/3 ， 1/3 ， 1/3) ，则 

= limP{X„ = j \ X 0 = t} = 1/3. 

n—*-oo jp^oo 

即从状态 i 出发经很长时间后马尔可夫链处于状态1,2,3的概率 
都是 1/3. 即马尔可夫链又趋向于均匀分布. 

例10在一计算机系统中，每一循环具有误差的概率取决于 
先前一个循环是否有误差.以0表示误差状态，以1表示无误差状 
态.设转移概率矩阵为 


P — 

JT — 


- 0. 5 


0. 251 
0. 5 」 


讨论相应齐次马尔可夫链的遍历性，并求其极限分布(平稳分布). 

解法1用定义解.由于 p 无零元.对 o ， iei ， 都有 p ^ r 、 >0， 
所以此链具有遍历性. 


因为户与 A = 


0 - 

0, 25- 


(特征矩阵)相似，故 


p ^ hait 1 , 


其中 


1/^2 1/75 " 

a/4z —2/7s - 


又，、得 


limF 1 


2/3 

2/3 


1/3- 

1/3- 
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由于 2/3 + 1/3 = 1， 故 ; r =(2/3， l /3) 为此链的极限分布 • 


解法2 设 ; r = (7 T 0 ，巧 ） ，由 


= 1，得方程组 


0* 75兀 0 + ()• 5?^， 


+兀1 


解得唯一解: 


= 0. 25兀。+ 0. 5兀1 ， 

2/3， tti =1/3, 故 (2/3 ? 1/3) 是极限分布 • 


例11设齐次马尔可夫链的转移概率矩阵为 


P 


9 P 0 - 

q 0 p 


q 




_0 q p 

证明: 此马尔可夫链有遍历性，并求其平稳分布 


证因为 


P 


⑵ 


P 2 +M pq 


P 


Q 


2 


2 


^PQ P 

pq pq + P 2 

无零元，所以此马尔可夫链具有遍历性. 

注意对于有限链,若存在正整数 m ， 使无零元，则此链 
是遍历的. 


2 


设 


(7 T 0 ，7^ ，7 T 2 ) ，由 


« p 和 S 


1，得方程组 


V 


听 0 + 讲 1 ， 

pTC 0 4 - qiTi 9 7T 0 + 7^ + 7T 2 

pK X +/ w 2 ， 


解得唯一解 


2 


q 2 +pq+p 2 ' 




P<L 


q 2 + Pq + p 2 ' 


P 


2 


q 2 + pq + p 2t 


例 12 设齐次马尔可夫链(有两个反射壁的随机游动）的转 
移概率矩阵为 
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p 


0 


0 


0 


1/3 / 1/3 1/3 0 


0 

0 


0 

0 

0 


1/3 1/3 1/3 0 

0 1/3 1/3 1/3 


0 


0 


0 


讨论马尔可夫链的遍历性，并求平稳分布 


5 


解设; T =(7 Ti ，7 T 2 ，7 T 3 ，7 T 4 ，7 T 5 ) ， 由 兀二# 及 XI ^ 


得方程组 




丌1 


7 T 2 /3, 

tti + 丌 2 / 3 + 7 r 3 /3， 


7T 3 = 7T 2 /3 + 7T 3 /3 + 7T 4 /3 ， 7T] + 7T 2 + 7T 3 + ^4 + TTj 


Us 

解得唯 _ 


= 7 T 3 /3 + 7 T 4 /3 + 7 T 5 ? 

= tt 4 /3， 

解 TTi = 7 T 5 =1/11 ^2 = 兀3 


3/11 ，故平稳分布 


(1/11，3/11，3/11，3/11，1/11). 


经计算，得 


，⑷ 


F 1 


— 5/27 

10/27 

8/27 

3/27 

1/27 

10/81 

1 

33/81 

19/81 

14/81 

3/81 

8/81 

19/81 

23/81 

19/81 

8/81 

3/81 

14/81 

19/81 

33/81 

10/81 

.1/27 

1/9 

8/27 

10/27 

5/27 


因为 P (4> 无零元，所以马尔可夫链是遍历的. 

例13设有时齐次马尔可夫链的转移概率矩阵为 


P 


1 0 
0 1 


讨论此马尔可夫链的遍历性，并求平稳分布. 

解 马尔可夫链的状态空间为1={1，2}，都是吸收态，状态 
空间可以分解为两个闭集之和，即 U } + {2} ， 故不是不可约的 
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马尔可夫链. 


P —— 



L 0 


°1= PP 


… = 尸 = p M , 


所以状态1和状态2都是非周期的，且有 

lim/> 匕 ）=1 尹 lim/4f = 0, 

n — ^30 Tt-*00 

lim/?;;) = 0 # lim/jg〉= 1 ， 

rr™»oo 

故不是遍历链.但由》=逆，得 


兀 = (7T! ，兀 2 ) ， 兀 1 + 兀 2 = 1 ， 

祕 如 =7 T " 

故 1 7^ +7 T 2 = 1. 

[ n 2 = 7 T 2 9 

可见平稳分布是存在的，且有无穷多个. 

ip^q) jO^. p^O^q^p + q = 1 

都是平稳分布.说明此齐次马尔可夫链不满足遍历链条件，但存在 
平稳分布，只是平稳分布不是唯一的. 

例 14 图 3. 16给出了六个车站间的公路连通情形.设汽车 
每天从一个车站驶向一直接相邻车站，并当晚到达该站留宿.次日 
继续相同的活动.设每天汽车开往临近任一车站都是等可能的.试 
说明经很长时间后，各站每晚留宿的汽车比例趋于稳定，求出这个 
比例. 



解以 { X „， n >0} 记第72天某辆汽车留宿的车站号，显然这 
是一个马尔可夫链，转移概率矩阵为 
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- 0 1/2 0 0 0 1/2， 

1/3 0 1/3 0 0 1/3 

0 1/2 01/20 0 

p — 

0 0 1/3 0 1/3 1/3 

0 0 0 1/2 0 1/2 

— 1 / 41/4 0 ‘ 1/4 1/4 0 J 

设平稳分布 7 r = (7 Tl ，兀2，江3，兀4，兀5，江 6) ，则由 

(kP = Kj 

= ^ 

1—1 

解得 jt =(1/8,3/16，1/8,3/16，1/8，1/4). 即无论汽车从哪一个车 
站出发，在很长时间后，它在任一车站留宿的概率是固定的，故所 
有汽车也以稳定比例在各车站留宿. 
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第四章连续时间的马尔可夫链 


第一节连续时间的马尔可夫链概念 


主要内容 

1. 设随机过程 { X ( O ，?>0} 的状态空间为若 

对任意的 OgqCGO . CG+J i !， i 2 ，…， i „ +1 61，都有 

P { X ( z rrfl )= i r&1 I X (^,) = i x ， X ( t z ) = i 2 ,••• , X ( r w ) = i „) 

= P { X (^) = I X { t n ) = I n }, 

则称 { X ⑴， r >0} 为连续时间的马尔可夫链，也称为时间连续、状 
态离散的马尔可夫过程或可数状态的马尔可夫过程. 

本书只讨论齐次的、可数状态的马尔可夫过程. 

2. 条件概率 PUG+S) = ； |X ⑴=0 (« 彡 0,5 彡 0) 称为马尔 
可夫过程在时刻 s 由状态 i 经时刻£转移到状态 s 的转移概率，记 
为 Pijis . t ). 

若转移概率烏 (5, 即转移概率只与转移状态〗、转 
移所用时间 f 及转移到达状态 j 有关，而与转移开始时间 S 无关， 
则称相应的时间连续、状态离散的马尔可夫过程为齐次马尔可夫 
过程，称此马尔可夫链为平稳的或齐次的转移概率.其转移概率矩 
阵记为 

Pit ) — { p ^ ( r )) , i,j 0 I ft ^0. 

3. 齐次马尔可夫过程的转移概率具有下列 性质： 

(1) Pij (0^0, i,j G [0, oo ); 
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(2) (^) = 1 ? i ^ G [0，°°); 

(3) 满足 OK 方程 

/> v (t + S) = ^jPikWpkjit 、 ， i，j 6 Ut & [0 ， co). 

k^l 

还假定九满足连续性条件 

1 1 , i = j ， 

lim ^( t )=〜 叫 - 

U )， z 尹 j . 

4 . 对齐次马尔可夫过程在开始时刻 a == o ) 取状态 j 的概率分布 

^( 0 ) = p { x ( o > =>>, j e i 

称为它的初始概率分布. 

对齐次马尔可夫过程在 f ( f > 0 ) 时刻取状态）的概率分布 

^•(0 = P{X(0 -；}, j G I 

称为它的 f 时刻的绝对概率分布. 

绝对概率分布具有以下 性质： 

( 1 ) Pj(t)> 0； 

( 2 ) ^]pj(0 = 1； 

jei 

(3) pj(o = ^PiCoypijU )； 

tei 

(4) pj (f + r) = y^jpjiOpn (r); 

( 5 ) p{xuo = = t n ) 

5 . 设是连续时间的马尔可夫链，若在时刻 0 过 
程刚刚到达状态 i ( i 6 J ) ，以 a 记过程在离开状态 i 之前在 i 停留 
的时间，则 A 服从参数为//,的指数分布. 

若 4=00, 则在状态 i 停留的平均时间为零，状态 i 称为瞬时 
态.若&= 0 ,则在状态停留的停留时间为无限长，状态 i 称为吸 
收态. 
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疑难解析 


1. 为什么连续时间马尔可夫链的过程进入状态 i 后停留时 
间 r , 服从指数分布？ 

答因为对于^£>0,有 

P{r, >5 + i I r,- > 5} =P{r f >f}, 

所以 r , 具有无记忆性.事实上，由于 

{ ri > s } ㈡ {XU) =f ， 0<w<s | X(0) r } ， 

{r,>5+i} 

㈡ {X(w) —Z,0 <Cm^S,X(v) = Z,5<Cl^S+£I X(0) = i}, 

故 P { r f >5+ i | r t ->5} 

= P{X(w)=i,0<M<5, 

X ( i ;)= i ,5< t <5+ i | X ( u ) = i, 0<M<s} 

= P{X(v)=i,s<CT^s+i| X(i)—i} 

=P{X(w) = i,0<u<i|X(0) = i} 

由于停留时间 r , 具有无记忆性，所以服从指数分布. 

2. 怎样理解并构造连续时间的马尔可夫链？ 

答连续时间的马尔可夫链可以理解为一个做如下运动的随 
机 过程: 它以一个离散时间的马尔可夫链的方式从一个状态转移 
到另一个状态，在两次转移之间以指数分布在前一状态停留.这个 
指数分布只与过程现在的状态有关，与过去的状态无关(具有无记 
忆性），但与将要转移到的状态独立. 

除了用定义构造一个连续时间的马尔可夫链外，还可以利用 
具有下面两个性质的随机过程来实现： 

(1) 在转移到下一个状态之前处于状态的时间服从参数为 
^ 的指数 分布； 

(2) 在过程离开状态/时，将以概率外到达状态 j ， 且乏 
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方法、技巧与典型例题分析 


要用定义和性质构造连续时间的马尔可夫链，必须熟悉定义 
和了解性质，对概念有充分的理解. 

例1说明泊松过程是一个连续时间的齐次马尔可夫链. 

解 设强度为 A 的泊松过程 { JV ( Od >0} 的状态空间 
卜{0，1，2^»}，由第二章知，泊松过程在任一状态的停留时间服 
从指数分布，且由状态 i 转移到状态纟+ 1的概率为 1. 又由泊松过 
程的独立增量性知，过程在状态 i 的停留时间与状态的转移是独 
立的，则依性质知泊松过程是连续时间的齐次马尔可夫链，对 ； C 
I ，转移概率为 

= P{N(^ + 5 ) = i I N(s) = i) = P{NU) = 0} = e' 
p ii+l U)= P{N(? + 5 ) = z + 1 I N(s) = i) 


== P{NU) = 1} = Ate' 


Pij 



e' )>z + l ， 


A) (0 = 0, j<i. 

例 2 证明马尔可夫过程 { XU ),?6[0, oo )} 的转移概率矩阵 
P ⑴=(久⑴， D 6/)， 满足 

P(s)P(0 =P(5 + 0, s,^0. 

证任取 i ，_;• G Z ，有 

Pij (s + f) = F{X(s + 0 = I X(0) = i) 

= PiX(s^t ) 二 j ， X(0) 

~ P{X(0) = i} 


S 

* ： P{XG)-=it,X(0) = i}>0 


P{X(5 + ^) = 7 ， X( 0 ) = i) 
P{X(0) = 2 } 


P{X(5 + /) - j ， X(s) = k,X(0) = i} 
• P{X(s + 0 = >,X(0) = i] 
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= y P{X(5 + 0 - j 1 Xis) = k ， XiQ) = i) 

— t:mw=^(o)= 心。 P{X(s) = k I X(0) = i} 

= Sa ⑴. 

k^I 

即 P(5 十 r) - P(5)P(r). 

例 3 设 { XG) ,?>0} 是一族随机变量，每个X⑴的取值均属 
于 1={0，1，2，*"}，且叉(0)=0,有独立增量.证明：{；5：(0,^>0} 

是一个马尔可夫过程. 

证对任意正整数0"<0„， z。 ，^，…/，由 
独立增量，有 

P { X ( t n ) = i n I X(^) = ，•- *,X(^ 0 ) = z 0 } 

— P { X(f„) — X ( tjj-i ) — i„ — trl 1 XCtd) — X{t„-2^ 

= irr~l — ^~ 2 ， … ， AXq) — XUq) = il — i 0 ,X(t Q ) = / 0 } 

~ P{X(i M ) — Xitfj - i ) — i n _ ijj - i }. 

同理 P { X ( t n )=zj XC^-i) =2；-! } 

= P { XU n )— X ( t n ^O = i n ~ i n - 1 }. 

由以上两式可知 AX ( t ) ，f>o} 是连续时间的齐次马尔可夫过程. 

例 4( 尤尔 (Yule) 过程）设生物群体中各个生物体的繁殖是 
相互独立的、强度为 A 的泊松过程，并且群体中没有死亡，这个过 
程称为尤尔过程.试说明尤尔过程是一个连续时间的马尔可夫链. 

解设在时刻6 = 0只有一个个体，种群将有的个体数是 
{1，2, ••十 以 T,(i>l) 记群体数目从 i 增加到 i+1 所需时间.由 
尤尔过程定义可知，当群体数目为〖时，这 i 个个体产生后代是相 
互独立的泊松过程.由泊松过程的可加性可知，这相当有一个强度 
为入 i 的泊松过程.又由泊松过程的独立增量性可知，乃与状态的 
转移 G>1) 是独立的，且 {TJ 是相互独立的参数为; U 的指数变 
量.所以尤尔过程是一个连续时间的马尔可夫链，其转移概率 
p zj (O 可求.因为 

P { T , = 1-e^, 
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?{ 乃 + 了 2 <0 = I ' PiT.+T.^t I T, = x}Ae^dx 

J o 


=(l-e-^^Ae^dr = (l — e — 及 ） 2 , 

J 0 

P{T 1 + T 2 +T 3 <i} 




P{T 1 +T 2 + T 3 <r I T 1 + T 2 <^}dP{T 1 +T 2 <x} 


=/(l-e 3 ^ x) )2Ae-^(l-e~ u (ic) = (1-e^) 3 , 

J o 

* 

» 

* 

P{Ti + 了 2 + … + Ty ^ r} = (1 — d 

而{乃+乃 + …+ 乃 <£} ㈡ {X(Oj + l I X(0) = 1}, 

故 PyU ) = P { X (0 =i I X(0) = 1} 

= P { XCt )^ jlX (0) = l }- P { X ( t)^j + l \ X (0)= l }, 

= (l-e _J/ ) J_1 -(l —e^v =e~^(l-e - ^)， _1 ， j^h 

这是一个均值为的几何分布. 

又砌 （i)=P{X(s+0-=y|X(s)-^} 相当于一个数目从；个 
个体开始的尤尔过程的群体数目在时间 f 内增加到数目 j 的概 
率.由可加性，这相当于 i 个独立的服从均值为 e _ # 的几何分布的 
随机变量的和取值为 j 的概率.于是，得 

p h it ) (l-e^y-S 

例 5( 生灭过程） 一 个生物种群中，各个生物体的繁殖是相 
互独立的、强度为 A 的泊松过程，但是每个个体将以指数速率死 
亡.这个过程称为生灭过程.求转移概率 A,-i ， Pu+i ‘ 

解设在时刻有一个个体.它的状态为{0，1，2，"*}.在 
状态〗转移到状态 i +1，说明群体数目增加了 一个; 从状态 i 转移 
到状态卜1，说明群体数目减少了一个.以I记过程从状态:•到 
达状态 i+1 或 i 一 1的时间，则由生灭过程定义和上例可知，群体 
繁殖的过程是一尤尔过程，是一个相互独立的、参数为 Ai 的指数 
分布.类似地，由可加性与独立增量性可知，群体死亡的过程也是 
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一尤尔过程，是一个相互独立的、参数为 〆 的指数分布.由于： r f 
相互独立且与从状态〗转移到状态 /+1 或 i — i 无关，所以生灭过 
程可以看成是两个尤尔过程之和， { 7； } 服从参数为 Xi - hfii 的指数 
分布.依泊松过程计算，得 


P * i+i 






第二节柯尔莫哥洛夫-费勒方程 


主要内容 


1. 若一个连续时间的马尔可夫链以概率1在任意长的时间 
内转移的次数是有限的，则称此马尔可夫链是正则的. 

2. 设齐次马尔可夫过程满足正则性条件，则对任意固定的 


i , jeup i } ⑴是£的一致连续函数. 

3.设為 G ) 是齐次马尔可夫过程的转移概率，则有下列 极限: 


(1) lim 


l — pnit ) 




V i = q li K OG f 






(2) lim —Qij <°°» » 

称知为 A 马尔可夫过程从状态 i 转移到状态 i 的转移速率或跳 
跃强度. 


对有限状态的齐次马尔可夫过程，有心=<°°; 

j 冉 

对状态空间无限的齐次马尔可夫过程，只有 

4. 对于有限状态的齐次马尔可夫过程，矩阵 



<?00 

Qox 

9o2 

… QOn 

Q = 

Qio 

m 

鲁 

擎 

Qn 

m 

m 

m 

9l2 

_ 

■ 

* 

… Qu 

* 

參 

« 


JlnO 

Qnl 

Qn2 

… 9^ 
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称为齐次马尔可夫过程的转移速率矩阵，简称 0 矩阵.当 q u = 
< °°时，称 g 矩阵为保守的. 

由于对 ； e i , p i} “）在 t = o 处的导数（右导数）存在，即 

=%(()+),所以 2 矩阵也称为转移概率矩阵 

卜 ^0 t J J 


JPG ) 的密度矩阵.以2为密度矩阵的马尔可夫过程称为2过程. 
由2矩阵求转移矩阵 PG ) 的问题，称为 Q 矩阵问题. 

转移速率 9 , y 具有以下性质： 

( 1 ) Qij , i—j , ( 2 ) q {j ^ 0 , i^j , “jGI; 

⑶ 2 =0. 

戌 J 

5. 对任意 iGI ， 下面极限 


P \ (0) 




存在，即导数存在，但可能为无穷 .& 的取值决定了状态的性质. 

(1) g ,=0 时，有九⑴=1 ( VOO )， 表明系统从 i 出发不发 
生转移，称状态 i 为吸收状态. 

(2) gi = oo 时，有 九⑴ =0( VOO )， 表明系统从；出发经任 
意时间都不回到 i ，称状态 f 为瞬时状态. 

(3) 当 0<^_< cxd 时， CKaUXK VC >0). 称状态 i 为逗留 

状态. 


若令 r ( o >) 表示系统一直停留在出发状态的时间长度，则 
|• X (0)=^] = 1/ 仏•即1/仏表示停留在状态 i ‘ 的平均时间 

长度. 

6. 柯尔莫哥洛夫-费勒微分方程 


⑴向后方程设 X /9* — < 00 ，对一切 f ，_；‘6/，(>0，有 

b^i 

⑴= 2 QikPkj - qaPi^t). 

(2) 向前方程在适当的正则条件下，有 
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向后方程的矩阵形式为 〆(£) - QP ( t ). 

向前方程的矩阵形式为 P " it ) = P { t ) Q . 

若0是一个有限维矩阵，则上述方程解为 


P ( t )= e Qt = 2 

7^0 J ! 

7. 齐次马尔可夫过程在〖时刻处于状态 ）6 J 的绝对概率 
户 ; 心)满足方程 


设九 （0 为连续时间马尔可夫链的转移概率，若存在时刻 q 
和使得/^(^:^^丸/以:^^则称状态丨和）是互 通的. 若所 
有状态都是互通的，则称此马尔可夫链为不可约的. 


8- 转移概率仏 （0 的遍历性取 A>0 固定 ，仏 （/0为一步转 
移概率，则„步转移概率为 pf { m^nhX 

(1) 设 { 九 （/l)} 是非周期不可约的，且对任意 D e J， 下列极 
限存在且与； 无关： 


limp^ (/i) = limpijinh) = 7tj{h) 


f 


即 


limp ? ( h ) 


0, 




") ⑹， 


/ 为非常返或零常返态， 
j 为遍历态. 


(2) 对一切下列极限存在且与 i 无关: 


limpy it ) — kj 


此结论又可称为马尔可夫定理. 


(3) {〜）0}有下列性质 ： 〜>0， E 〜=1; 

jei 

对任意 C >0, 有〜= 

(4) 若对某一/，有％>0,则对一切^61，有巧>0,且 
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= 1 ， = n ， 3 6 L 

9 . 设连 ^ 时间的马尔链是不可约的，则有下列性质： 

(1) 若 J 是正常返态的，则 lim 九 （0 存在且等于 tt ; >0, j 6 L 

(— *-OQ 

这里巧是方程组 

l^jQii = zl^kQkj ♦ 



的唯一非负解，此时称是该过程的平稳分布，且有 

limpj(t) —re；. 

t-¥00 

(2) 若它是零常返态的或非常返态的，则 

= limpjit) = 0 ， i，j 6 I. 

f—frOO f— 

疑难解析 

1. Ay 是齐次马尔可夫过程从 状态〗 到状态_；的转移概率，由 
其极限式得到转移速率％，试说明极限式的概率意义. 

答极限的概率意义 是:在 长度为 r 的时间区间内，过程从状 
态/转移到另一其它状态的转移概率1 一九 （?) 等于 仏 （《) 加上一 
个比£高阶的无穷小量;而从状态 i 转移到状态）的概率 h (0 等 
于％ G ) 加上一个比 t 高阶的无穷小量. 

2. 2矩阵的意义是什么？ 

答2矩阵称为齐次马尔可夫过程的转移速率矩阵.由于 
0= F \ O )， 它又称为转移概率矩阵 P ( t ) 的密度矩阵.它反映了齐 
次马尔可夫过程的转移概率(函数)在 £ = 0 的变化率. 

Q 矩阵是一个常数矩阵，而转移概率矩阵是一个函数矩阵 . Q 
矩阵比转移概率矩阵 P 易于求得. 

3. 柯尔莫哥洛夫-费勒微分方程有什么实际意义？它又受到 
哪些条件的限制？ 
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答柯尔莫哥洛夫-费勒微分方程建立了齐次马尔可夫过程 
的 e 矩阵与转移概率矩阵 pg ) 之间的联系.如果给了密度矩阵 
0，在一定条件下，可以通过柯尔莫哥洛夫-费勒向后（向前）方程 
解出转移概率 A〆 :). 例如，若 a 是一个有限维矩阵，则由向后与 

OQ 

向前方程可求得解为 P(O = e 0= U [( QOVj !], 

；=o 

在柯尔莫哥洛夫-费勒微分方程的证明过程中，需要交换极限 
与求和的次序，但对向前方程来说，必须附加适当的正则条件才能 
实现，这就使方程的应用受到一定的限制. 

v 

方法、技巧与典型例题分析 


这部分的习题形式比较多，计算过程也比较复杂，因此必须准 


确地理解概念的意义，掌握计算的公式.特别要注意 的是: 

是 t 的函数，不再像以前的烏那样是一个常数 • 因此， A / U ) 存在 


连续、可导及求导数等问题，需要结合微积分的知 i 只来讨论与求解. 
例1设参数连续状态离散的马尔可夫过程其 


状态空间7={1，2,…，772}，当!»，^ = 1，2，*"，/72时，％=1;当£ 

=1，2, …， m 时 ，仏二 一 （772—1) •求〜(仏 


解 由于 p f i} (0 ~ y ^ fpA ^ t ) q ki ， 

故 p f ij ( t ) — -~( m — l ) p ij ( it )~^ 2 Pik ^- 

m 

又由于 = i => S p ^ t ) = i — 九⑴， 

jfe = l / 

所以 P’ij — -f [1 — py CO ^ l — mp - it ). 

解上述方程，可得 


pijit) — Ce^ 十 1/m， i^j — l，2，_“，m. 

利用初始条件 (0) = 1 与 化 (0)=0, 得：当 时， C=l —1/m; 
当!» 时， C= —1/m. 于是 
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Pn 、 t 、= (1 — + 1/m ， z’ = 1 ， 2, … ， m ， 

Pij (0 = (1 — e "^ f )/ m , i 辛 j ， i，j = l ，2，”.， m . 

例 2 设1»(0 =(丸)⑴山）67={0，1，2广.})是一个转移概 
率矩阵，若令 


Pij^O = i 


A ) ⑴， 

1 —5] 户“⑴， 

k^i 

0， 


6 L 

i G hj —— 1» 
i =— G L 


V 




证明: p ⑴叁 ( ？^ ( 0，~6川{ — 1})是一个转移概率矩阵，且有 


^PrjiO = 1, i 7 j 6 / U {— 1}* 


证显然，有 

pij(t) i^j ^ I (J {— 1 }. ① 

2 Pij ^ = 1» 2 € / U {—1}. ② 

当时，有 

Pij (5 + ?)= p {j (5 + 0 = k(s)p kj (a) 

k^i 

= 2 a 山)？ i ⑴ 

= S Pik ^s)p ki it). ③ 

其中最后一个等号用 到:当 氏 l ， k =— l 时， O )= o . 

类似可证 

p-I j^ s ^ p -1 k kj » y g /. ④ 

是 eJu (— i } 

夕卜 1 (s + t )= 1 — (5 + O 

>er 

=S ?. 山) - ES 〜 ⑴九)⑴ 

^e/UM} >e/ k 乏 1 

=S^a (^)(1 — ⑴） +? ， —1 ⑴ • 1 

味 J it J 
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2 f, 山)？卜 ! ⑴ + p,-! G)P 4 ⑴ 

k ^： I 



^ 2 pik^)p kj u). 

kei\ji-D 

_ 1 _ 1 (5 + ^)= 1 = M (s)p'^ ^ (t) 


⑤ 


^jP —1 6 A-l (:) + P—1 -】 （ 5 )户-1 —]( 艺) 

keJ 


⑥ 


= 2 Us)p 卜 \{ t \ 

kenj{-u 

由式①至式⑥等六个等式，知命题成立. 

例 3 设 (2=(% ，；， ^61={1 ， 2 ，〜，~})是一个保守的密度 

矩阵， 证明: PG ) = e & 是转移概率矩阵，且满足 


\imp i j(0=p i jiO^=a i j 


0，的， 

1， a 


证由 KOi S 劣汾)、有 


其中 


i=0 

Pit ) 


争 


1 ， 0<i < 


P(s + t ) - P (>) F (0, 

P(0) = limP(f) = I, 




+ 


« 


LI J 


若设知 ， X ；， z » ，则由 P (0 


2 订(以)知，存 

k=o K • 


在§>0,使得当 0< f<S 时，有 P ( f )>0. 又因为 

Pit ) - P { d ) P(t — 幻， 8 « 28 . 

故 PG )>0,0< X 2 &反复进行下去，即有 

P(0 >0, 0^<①. 


对一般的 Q ， 作 
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Qn 


N— 1 


n 


Qiz + 




n 


• * 4 


如 + - 


0.21 


+ 丄 


n 


9 22 


N~1 




n 


Q2N 


+ 丄 


n 


■ 

m 


# 

* 


暑 

* 

* 




9^2 +~ 


« 會 ■ 




N-l 


n 


则 & 是一个保守的密度矩阵，且满足上面讨论过的条件.故 

P n ⑴基 >0 ， 0«oc\ 

由于 lim 2„= Q ， 所以 

limP n (i) = Pit) >0， 0 ^ f <C °°- 

例 4( 随^号 问题）计算机中某个触发器有两种状态，记 
为“0”和 “1”. 设触发器状态的变化构成一个齐次马尔可夫过程 
U ⑴，沒[0，^)}，/={0,1}，且有 

Pol (Ai) = AAf+ o(A^) ? 

Pio(At) — 

求矩阵 a 与 p (0. 

解设 x (0 表示时刻 z 触发器的状态，则 


Qo \ 


Qio 


Poi (△/) — 次 u 
Ai 

l im Ao ( △尤） 一 在10 


lim 

么一0 + 


A ， 


户， 


9 oo 


9oi A ， q n 


9 lo 




于是 


Q 




A A 


L " 




Pit) 


Poo An ⑴ 

P\o Pn (^)- 


P(0) 


1 (T 

L0 1- 


由柯尔莫哥洛夫向前方程，可得 


⑴ =— A/»oo(i) +"p 0 i(t )， 
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dp 0 l U) 

~~dT~ 

dp l0 (t) 

dt 


入户 00 ⑴ —" Poi ⑴ 


Xpio (t) + 沖 11 ⑴， 


d/^n (O 、/、 / \ 

^~~ = A /> 10 ⑴ ~ pp \\ (0 » 

Poo(0) = p n (0) = 1, Pio(O) = p 01 (0) 


解上面的线性微分方程组，得 


Pqq(0 = + A 0 e 


a+^)f 


户 01 (0 = A 0 (l 


— — 


其中 


夕 io ⑴ ~ jwo (1 一 e (A+ W) ， p u (^) = A 0 H^/A) e (A 十 " )r . 

Ao ~X^~^ 外 —A+"_ 

例 5 设 Q = (% 是标准转移概率矩阵 PU ) 的密度矩 


阵，若 sgp (—%)< oo , 证明 ： = l 对一切 z 6 1 成立. 
证 令 M =^ i % I ，则由转移概率的极限式 


得 


0^1 — p- {t) ^ 1 — e~^ ^ 1 — e 
0 ^ lim sup(l — pa (,)) < lim(l — e M 

卜 0 十。十 


0 , 


即 lim /^ (() = 1对 z G / —致成立 • 


^0 


例6设定义在 [ a ，6] 上的实值函数有连续导数， / KO 是 
[ a ，6] 上的连续函数，"是一个实数，证明 :微分 方程式 


q it ) + fiqit ) = hit ) , a ^ t^b 


的解为 g (0 = 




h { s)ds g ( a)e 


，a 


a 


证令 = 则 

C / it ) = 〆 > ⑴+ 〆 ，⑴ 
利用一阶线性微分方程的求解公式，有 






G ( t ) 




e^ s h (s) cU + g(a)e^ a . 


所以，原方程的解为 
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git) = [e^ ( ^ > /i(.0ci5 + ^(a)e^ a) 

^ a 

例 7( 随机游动问题）质点在线段[1，5]上作随机游动，且只 
能停留在整数点上.质点可在任何时刻发生移动，移动规 则是： 

1°若时刻 i 质点位于2,3,4处，则在(£，£ +以）内右移一格的 
概率是 AAr + o ( Ar ) ，左移一格的概率是 ；/At + 0 ( At ) ，停留原处的 
概率是 1— ; 

2°若时刻 （质点 位于1处，则在 G ，?+△£)内右移一格的概率 
是 AAH ~ o (〜）, 停留原处的概率是 1— A 〜+ o ( A ?) ; 

3°若时刻？质点位于3处，则在“以+〜）内左移一格的概率 


是 / uAt ^ o ( At ) ，停留原处的概率是 1—// A 〖+ o ( Z ^) ; 

4°在 (以 + Ai ) 内发生其它移动的概率都是 〆 以). 


求各巧 （/) 满足的微分方程组. 

解按移动规则写出转移概率函数 

(XAt + o(Ai) ? 


Pij ( 厶亡 ) 


\fjtAt + o(At) 9 
1 — AAi — + a(A^) ? 


由极限式可求得 


j = 

j = i — 1 ， 
j = z . = 2 ， 3 ， 4 ， 

其它. 


j = i +l, 
j = i — 1 ， 
j = S = 2,3,4， 

其它. 

AAi + o(At ) ， j = 2, 

类似地，有 ^ 1 — AAi + o ( A^)f j = l , 

其它， 

入， j = 2, 

q” = j — 义 ， i = 1 ， 

、0， 其它； 
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rA , 




1 — A — fl ， 

U )， 






"△尤 + 0( AO ， 

1 — fiAt + oiAt ), 
o ( A /) ， 


4, 


9 s 




4, 


其它， 




0，其它. 


综合上述结果，得 


Q 




A 


A 




—(A + 户 ) 


A 

— (A +") 


A 




-a+") a 


故 


^^PiOQ, g^=QP ⑺. 


dt 


P(0) 


1 


解方程组即得转移概率函数 A > G ). 

例 8 讨论例 7 中齐次马尔可夫过程的遍历性. 
解 由柯尔莫哥洛夫向前方程，有 

■1 — 

= P(t)Q 9 P(0) = 1 . 

at _ 

• 

. L 


f p f i i it) =—Ap, j (/) -Yypnit ), z 6 
即 ^ p f i } = A/), 』 -! ⑴ 一 （A + 户 ) A ; ⑴ 汁 i ⑴’ 

i G 1 ~ 2»3»4» 

>',5(，）= XpnU) i 6 L 

由于所有状态是相通的，所以由状态 i 出发经时刻 s >0 总可以转 
移到状态故所有 p { j U )>0 ( ijei ). 由马尔可夫定理知，有极 
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限分布 


Mmp^ (O = 7Tj ， j = 1 ， 2,3,4,5* 


将柯尔莫哥洛夫向前方程化为线性方程组，可以解得极限概率 


7T ; .即，由 D TCj — 1 及方程组 

0 = — ht \ + fJKz 5 

^ 0 = A?r 尸 1 — (A +")7T ; +^/7T )+】 ， 

、0 = Att 4 — /ot 5 

得唯一^解 


« — 1-A/" — — 1 ; 

兀 1 — i_(a/ 〆 ， 〜 ― i-a 〜 ) 5 U) ， J 
7 T = { tTi ，兀2，兀3,71： 4 ，7 T 5 } 即为平稳分布，这说明 
可夫过程是遍历的. 


= 2,3,4,5. 

时，此齐次马尔 


例 9 设 { XG )， z >0} 是 {0,1} 为状态空间的马尔可夫过 

程，转移概率矩阵为标准阵，且 

1 1 

lim —(1 — poo it)) = q 0 = A ， lim —(1 — p u (t)) = q x = 户， 

一 0+ f 1 

求 ：（1) P (0, 在 时； 

( 2 ) E[X( 0 ],D[X(r)]. 

解 a ) 设 pg ) 的密度矩阵是由 J 有限知! 2 是保守阵，即 


Q 


—— A A 






* 


因为 P \0 = P ( OQ , 即有方程组 

P 、 o(0 =— (A +")^0(0 +"， 

p / n it) = — (A + ^Pn (O H~ A ? 

利用例 6 的结果，得方程组之解为 


0 , 1 . 


PCt) 


A 



A 


A +// 


e 


(A 十户 ） i 


A 


A 


Ji _ £L^ 

X^-ju 


e 


(又 


A +" 

A 


A +// 


e 


— U + z^r 



A+ju A 


e 


—<A+ 户 ) f 
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E[XC0] = P(X(0 = 1) 

= Po Pol (t) + d — Po) Pu (t) 

=Ao[An (() ~Pn (0] + /> n (0 


— p Q e ^ a+ ^ )f + 


A 



A +" A 




e 


—( 叉 + 户 ) : 


_ 



D[X(r)]=E[X 2 (0]-(E[X(0]) 2 =E[X(?)](l-E[X(0]) 


A 


La+" a 


e 




Po ^ 


—(A+/t)r 


读- A f +如 




例 10 有一部电话，如果在时刻 i 电话在使用，则 X (0-1； 
如果在时刻 f 没使用，则 ) = 0.设 { X U ) ， f >0 } 具有转移概率 
矩阵 


、 i「l + 7e _8f 7 —7e~ 8f l 

P(i) =— ， 

8 L 1 - e ' 8f 7 + e - 8, 」 

并设初始概率为 p 0 (0) = l /10， A (0) = 9/10. 

(1) 计算矩阵 P (0); 

(2) 验证|>(0每一行元素之和等于1; 

(3) 计算 概率: PU (0.2)=0}， P { X (0.2)=0| X (0)=0}， 
P { X (0. 1)=0, X (0. 6) = 1, X ( l . 1) = 1| X (0)=0}, 

( P { X (1. 1) = 0, X (0. 6)=1, X (0. 1)=0}； 

(4) 计算时刻 f 的绝对 概率； 

(5) 计算 〆 (£)， 求出密度矩阵 g ; 

(6) 验证2的每一行元素之和等于零. 

解 （1) 因为尸0,所以 e — & = e ° = l ， 代入 P (0 得 

厂1 01 
P (0) = . 

Lo lJ 

(2) ■|[(l+7e— 8t ) + (7 — 7e _8, )] = l ， 
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音 [(1 —e - 8 0 + (7-e，)] = l. 


(3) PU (0.2)=0 }=_(l + 7 e— L 


)+而(1一 e 


— 1. 
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(5 —e 一 16 )， 


P{X(0. 2) = 0 I X(0) =0} = 音 (1 + 7 厂 L6 )， 

P { X (0. 1) = 0, X (0. 6) = 1， X (1.1) 1 I X (0) - 0} 


¥ 


a +7 e a 8 )( l - e ^ 48 )(7- he " 4 ' 4 ). 


p{xa. l) = o,x(a 6) = i,X(o. l) = o} 


¥ 


(l + 7e^- 4 )(l-e^ 48 )(l + 7e a8 ). 


(4) /> 。 (’)= 音 • 為 ( 1 + 7e_8 *)+j • 告 ( 1_e_8t ) 


p x (t) = 


m 


10 


:处 - + e - 8t ). 

(7-7e - 8, )+f 


« 


10 


(7+e- 8t )= j(7+j e - 8 ) 


(5) 将 A ; ⑴对 〖求导 ，得 




7 e 


一 St 


7 e 


-8: 


0. 


( 6 ) 


一 7 e -8( +7 e . 


0, 


一 St 


+ (—e— 8t )=0. 


所以 Q 矩阵每行元素之和等于零. 

例11 由泊松过程定义知 

Pu+i (Ai)=P{N(^+Ai) —N(t) = l I NU)—i} =A 〜 +o(Af) ， 

Pa (AO — P { N ( t ~\-^ t )-~ N ( O —0\ N { ty — i } — l — XAt + o ( At ) , 

求柯尔莫哥洛夫-费勒微分方程的解. 

解 因为 
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lim 

►O 


1 — p { i CAt ) 
At 



卜 o at 



所以 〆,)（，）= q i i + lPr ¥\}^— q ii p ij { t ) 

=A 声汁 1, ⑴ —XpqU). 

当 j = z 时 ，有 p ， i i U ) = — Xp ii U ); 

当 j = j + 1 时，有 p ,,+i (i)~A^>f+i ，- (-1 (0 — A/>,,+i (0 ； 

当 时，有 /? “.+2(r) = A_p,_+i ,.+2 (O; 

在其它情形，微分方程不存在. 

由条件 A-, (0) = 1 得微分方程的解 

Pa(t) = e~^ t p ii+1 (t) = kte~ u , 
p.jit) = e - ^ ^^yy ， J>i> 0. 

类似地，尤尔过程 {XU)，f>0} 在条件 X(0) = 1 下有 
P{X(^+AO-X(0 = l|X(0=i}=iAAi+o(AO, 
P { X (. t + M )- XU )=0\ Xit ) = i } = l ~ aAt + o ( AO , 
P{X(i+AO-X(0>2|X(i)==i}=o(A^), 
P { XU + AO -X(O<0| XU )= i } =0. 

按上面方法得尤尔过程转移 概率九 （0 满足的向前方程为 

P u ~ — 认 Pa( 0 . 

p f iy ( O^ij — VXpij - iiO—jXpij ( t ) , j 〉 i . 

解得 — 厂”广 1 ， >»1, 


第三节生灭过程 


主要内容 

生灭过程是连续时间马尔可夫链的一类重要情形，具有较大 
的研究价值. 
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1. —个状态空间为1= {0,1，2,…}、有连续参 数集了 = 
[0, oo ) 的齐次马尔可夫过程 { X ( O ， i >0}， 如果它的密度矩阵为 


户 1 


又0 

—— ( fx \ + Ai ) Ai 


Q = 


"2 ~ ("2 + A 2 ) 又 2 

IH ~ ("3 +A 3 ) A 3 



则称该过程为生灭过程,其中 A , 为出生率，为死亡率，0必为保 
守阵. 


2. 生灭过程的转移概率⑴的性质.设对充分小的时 
间 e > o , 有 


it ) = X { t + o ( t ) , A t > 0， 

p i{ ^ x (i) = fx t t +o(0 ， 片 > 0，//o = CM > 1 ， 

Puit) = 1 — (A, + o(i), 

p i} it) = oit) , I i — j 1^2. 

= (A w 为正常数），则称 { XU ) 彡 0} 为线性生 

灭过程. 

若在密度矩阵0中，; u , =0 (iG D ，则群体个体减少的概率为 
零，称为纯生过程(如泊松过程).若在密度矩阵 Q 中，=0 (iG 
D ， 则群体个数增加的概率为零，称为纯灭过程. 


3. 生灭过程的柯尔莫哥洛夫微分方程 


(1) 向后方程是 

P’ijQ) +A:)A;(Z) -hAip^-ijCt) , 

i>lj e L 

=—X 0 p 0j {O +X 0 p lj w, j & L 

(2) 向前方程是 

P i ;- (’）= _ + A )) + pi j~i ( t ) Aj-i + PijH ， 

j 彡 i，ie l 

‘〆 t o ⑴ =—A o ⑴又 0 + A i ⑴ "l ， i L 
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绝对概率有如下 方程： 

(^)(0 P jit) ifJLj + py H {t)X }+2 , j ^ 1» 

、 P’o ⑴ =~p 0 (OA 0 + 

4,生灭过程的平稳分布 


丌 0 



… ，兀 》 ，…）， 

义0又1 ••• Ayt-i 




AoAr - A ^ 

7 T <) ， 

WWn 


n = 1,2, •_•• 


在级数 l + f 收敛的条件下，以 2 为密度矩阵的生灭 

i ■* I I *** ft 

n=l /^]"2 l^n 

过程存在平稳分布.由 

lim/jj ： it) — 7r； » i，j € 1 

/-►oc J J 

知，当 i 充分大时， it )^ 7 Zj . 

5. 如果生灭过程 { X ( Od >0} 的密度矩阵 


Q 


A 0 


又 0 


"1 一 （ Ai +户 


l 1 ! 


又 1 

— ( 入 2 +// 2 ) A 2 


« 


则下列命题 等价: 


(1) P ( t )^ p %j m jeo =( 2 “ jd ) 是一个 

标准转移概率 矩阵； 

(2) 方程 ( AI — QWcOiX ^ supyCcoUX ) 只有零解，其 

中 i~ {Sjj ，“ _?m ,y=(^i ，: V 2 ，… ） -1 ， o= (o,o,•••)— 、 


oc oo 

(3 )SS 

«=i k=\ 


Mk^-l/^k ^-2 * P-n _ c<=> 

又山 +1 … An 


当 U ⑴， r >0} 的密度矩阵为 g , 且满足以上命题 (3) 时，生灭过程 
U ⑴的转移概率矩阵 P ( t )= P ( 0 . 
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6. 设生灭过程的密度矩阵 Q 如主要内容 1 所 
给，转移概率矩阵为 PG ) ，且 Pit ) = PCO . i ^ Q 已知， P ⑴未知•令 


7T；. = lim ^ I -( t ), 


limp ,： ( t ) , 


(1) 设 A 0 >0, 令內 =1，外 n>L 


i ) 若 =( 

71 = 0 
oo 

ii ) 若 < 


陳 Z … Pn 


，则 & =0, i . j ^ O ； 


，E 


o 


穴 ij = Pn 


0 ^npn 

/心， 

f n=0 


，则 




iii ) 若 E〜<^，S r ^ <co , 则 

n^O n—0 ^npn 

7 Ci ： = 0 t ijj ^ 0. 


(2) 设；1。=0,令 y = l + f +# + 

A\ AiA2 


^ 0) 


1_ "1 w 叫 

7 T^n 入 


>1， 3^0 


(0) 


i ) 若尸°°，贝！ 1 


h 


^iO 


>0, 


7T, 


0, / >0,7 >1； 


ii ) 若 y < oo , 则 


〜= Y 0) ， ^0, ^ =0, z >0 ? j^L 


疑难解析 


生灭过程的概率的意义是什么？ 

答由生灭过程的转移概率的性质可以知，如果忽略^ 
的高阶无穷小量，生灭过程即种群群体的状态变化有三种 可能: 
( 1 ) 由状态 1 ，即增加了一个个体，概率是; ( 2 ) 由状态 7:— 
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i - u 即减少了一个个体，概率是 W ; (3) 一£，即群体个数无变化. 
由此可以得出，生灭过程的所有状态是互通的，但在充分小的时间 
内，只能在两个相邻状态内变化，或者状态无变化. 

方法、技巧与典型例题分析 


我们知道，对于转移概率矩阵 

> e /), 

满足 pij ^ 

p^cs+o = Yjpik ^s)p kj u). 

k^i 

当极限 limp t ⑴ = 在 =j 

r ^) + U ， l=J 

存在时， P (0 称为标准转移概率矩阵.当 P ( r ) 只满足 

p tj (o^o, 2 户:)⑴ pijCs+o = 2 广 “ ⑴ 〆 …⑴ 

kei 

时，称为准转移概率矩阵. 

例1设 {X ⑴， K [0， cx >)} 是一个状态空间为1={0，1，2, 
… } 的纯灭过程，密度矩阵 

ro ~i 


Mi — 鲜 1 

Q = P-i 一 in 


"3 — "3 

• * 
m * 

— • m~* 

证明 :（1) 戶 (O = (?,; u )， D >0) = ( ⑴ ，心 > 0 ) 是标准 

转移概率矩阵； / 

(2) P ⑴由6唯一决定，且 P ( t )^ PW ). 

证 （1) 因为若戶⑴是标准转移概率矩阵与方程(从 一 (2) Y = 
0,^0,50 ? ^,<00^>0只有零解等价（其中 

i 
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。（〜，〜 … 厂卜卜 ⑺，。，…）— 1 )- 


要使 o/ — (2) y = o ， 

’又 Yo ^ O ， 

— 闪 ％ + (A+/i! )^ 1 — 

即彳 •…" 

— p »- 1+ ( 又 +内 ） = 0 ， 


只有^„=0 Oz>0)， 即 PU) 是标准转移概率. 

(2) 设 P ⑴ =( 化⑴ ，~U) 是{乂(0,6[0,00)}的转移概 
率矩阵，则因为 P ⑴彡 P ⑴ G>0)( 由化（0>心⑴).设存在 
;。，丸和 G ，使 A。, Q W > Pi 0 j 0 (O ，则由 P ⑴与 P ⑴皆为转移概率 
矩阵，可得 

!>v 。 (4) = A Vo “0) + 5>v。(O 

的 ’ 

oo 

>a 0 ； 0 (^o) + Sa>^o) = Tjpi 0 jW = L 

的。 J = 0 

推出矛盾，故 p ⑴⑴. 

例 2 设{ X⑴ d€"[0,oo) } 是纯灭过程时 , p ( t)^ipij (i) 
证明： 

r 0, j>i ， 

一 ut * _ * 

匕 (0 叫 ， r ; 

[V//Y^ I _ u (5)d5, i>j. 


证令 
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S = g+D 


Mi 


0 


户 2 


0 




■ ■ 

* * 
* 


， AQ ) 


e 


e 


Ait — u)S 


0 


"ie 




0 




(^- u ) 


再令 P 0 U)=Ait), P n (t) 


rt 


o 


A{t—u)SP n ^ x (u)du (n^l) j 


则 


p(o = !>”(，)• 


« 


P 7i U) - (〆 】 ) ⑴， D>0), 
Mt)S = (aij (t) , i,j ^ 0), 
AU)sp n (t) = q^fu ， u) ， i ， j>o )， 

= 0,7 ^ 2, p^f ( t )= 


则 


Ctij (?) 


0, j > z . 


设 72< j ， 则可以得出 


皮 ： ) 仏 “) = Z^(t)p ( k ： } (u) 

k=0 


=^ a, t (O pj n - (^) = 0^ j +72 + 1 〉 i, 

汁 1 

故 pi 疒 v ( u ) = j^f { t ~ u)u dw = 0, 7 +7 Z + 1 > z * 

Jo 

综上所述有 pYj (0 = 0, J +72〉 厶 


而 Pij (0 = ( O ^ PijU ) =0， j > i，tG [0, oo ). 

n=0 

又 W (t)^QP{t), K[0,oo )， 

CO CO 

A ) ⑴ = TjQikPkj^O = J ] q tk p kj ( t ) 

A=0 k^i 


得 
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— j — flip , J ⑴， i = j ， 

^ ■ ■ 

jit) — fJ^ipi jit), i >)• 

注意到 b ⑴=1，解之可得 

— f e ^ 1 , i = j ， 

pn ^ = i -^,r ,, - , x , ■、• 

■ e ^ ^ i > j. 

L Jo 

例 3 当例 2 纯灭过程中仏 = n〆 线性死亡率)时, 证明： 

'0， i<j ， 

Pij (0 = < e ~ 1//l , i = j ， 

fwa-m i > ；. 

证 固定.当 i = y + l 时，有 

Pj +1 XO= e~°' +1Vt [ e ( 汁 U U + 1)" 

J 0 

=e-^^O' + lKe" 1 -1) = C^Ae—"7(1 — e _ 〆）. 

依归纳法，设 Aw (0 = C) +Jt (y ( l - e ^ ) 4 ，则 

p j+tKj (0= e - ( 什奸 〜 「 e ~ ( 升出 - (j + 是 + l)^P Hkj Cs)ds 

Jo 

= C ^ CeUVa - e - 〆 严， 

即 Pij (t) - C~ } (e 卞 ) , (1- e 卞 ) i > j. 

前两种情形同例 2. 

例 4( 电话问题的爱尔朗 ( Erlang ) 公式）某交换台有 5 条中 
继线，区内用户与区外通话要通过中继线.由于用户数量很大，可 
以认为不管占用了几条中继线,不通话的用户数可看做是不变的， 
因此，假定在 Gd + AO 内又有一用户要同区外通话的概率是 
；1以+ 0 (以），与正在通话的户数无关.若中继线有空则接通，否则 
用户的要求被取消.而在时刻 t 正与区外通话的用户能在 + 
△0 内结束通话，从而空出一条中继线的概率是 " zy + o ( A /). 设各 
用户与区外通话是独立的，若用 X ( t ) 表示时刻 i 正在使用的中继 
线条数，则 U ( t ) ，是齐次马尔可夫过程，求其平稳分布并导 
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出爱尔朗公式. 

解转移概率为 

AAZ + o( 以 ）， i = 0 ， l，“.，s — 1 ， 


pi (AO — o( AO ， i = 1 ， 2 ， … ， 5 ， 

p“（AO = 1 —(A+/i)A/ + o(Ai)i i = 0 ， 1 ， … ， 1 ， 

p ^( At ) = 1 — spAf + o ( Ar )， 

= 0, I i—j i> 1. 

显然， x ( o 是一个生灭过程- 



i = 0 ， 1 ， … ， s — 1, 


fJL t = z’ = 1，2,…， S- 


其平稳分布 7 T = (7 T 0 ，丌 工，…， 7 T ) 为 





k = 1，…山 



于是，得到爱尔朗公式 




1，…，么 


例 5( 酶的产生过程）设有大量实验样品，每个样品包含一 
个酶分子和母体物质.若在(^+〜)内形成第二个酶分子的样品 
数与时刻？未形成第二个酶分子的样品数成正比，且与时刻£无 
关.任一包含一个酶分子的样品在 ( t ， i + A £) 内产生第二个酶分子 


的概率为 A 〜+ o (〜). 设在时间间隔 A ? 内增加两个或更多酶分 


子的概率是 o ( 以).令 XG ) 表示时刻 t 系统中的酶分子数，则 
{ X (/)， i >0} 是齐次马尔可夫过程，证 明: XG ) 是纯生过程. 


证转移概率为 


= 4AA£ + o(Ai) 1 i ^ 0, 


pu(At) = 1 -iXAt-\roiAt)^ i >0, 
pii-i (A^) = oilSt) , i > 1 ， 
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Pij (AO = o( Af) , I i — j I 〉 1 ， 

由此可以得出 

(Ji ，•+ 1 = 认， i 0» q i — iX ^ i 0» 
qa-^i = 0, z)l, q i} — 0, I i~j I > 1 - 

所以 X (0 是纯生过程. 

例 6 设{叉0)^6[0，〜)}是一个有线性生殖率的纯生过 
程，若 P{X(0)=^}=p(l — p/— 1 , 即 X (0) 脤从参 数为户的几何 
分布 (: 々>1)，求 E [ X ⑴]和 D [ X (0]. 

解 因为 x(o 是纯生过程，有公式 

+ 5 )- X( 5 ) I X( 5 ) = m] = (1 — ), 

D [ X (^ + 5)-X(s) I X ( s ) = m ] = me _2 Af ( l - e ^), 

D[X(£+s) —XG) I X( 5 ) =m] 
AE[(X(i+s)-X(s)) 2 |X(5)=m] 

— {E[X(t+5)~X(5)| X(s)-m]} 2 , 

由此得岀 


£[ Xa )- X (0)]= 豇 又⑴ — x ( 0 ) 丨 X (0) = «] P { X (0) = n } 


n=0 


^mn m r 

7ie 々 （1 — e ^)/)(1 — fi) 


Tt-l 


n- 


e^pil 


e 


)2>(1—/>) 


« 


n : 


由 /( X ) = 2 


n-1 


w ; 


n^O x x 山 f 


(l-x) 


2 


得 


而 


E [ X (^)- X (0)] = ^ e ^( l - e ^). 


E [ X (0)] = J ^ npa - p ) 


n-\ 


p 


—1 


n 


E [ X (^)] = ^[ e ^ Cl - e '^ + l ] = p 一、' 


D [ X ( r ) l = E [ X ( i ) 2 ]-{ E [ X (^)]} 


2 
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= 2 2 ^ 2 CT ( ) m (1 ~ e - ^ ) ^ - ^~ 2 . 

m=1n—m 

例 7 设 { XU )，（ G [0, oo )} 是一个纯生过程，满足 f ] 

1=1 

转移概率矩阵为 Pit ) ， 7r=limP ⑴，证 明： 

t-^oo 

(1) 若々 = 0,则 



暑 


* 



(2) 若 Ao >0, 则 ff = 0. 
证 （1) 若 A 。 二0,有 


limp^CO = lime 〜 


*oo 




lim/?“ (r) = lime _A 〆 =0 ， z ^ 1 ； 




t—*OD 


\imp oj (0 =0, i^l ； lim^. (0 =0, j < i. 




当时，有 


九 +1 ( t ) = e — A 汁 1 r U t e~ A * J ds , 


rt 


0 


故 


lim/? ff+1 ⑴ = 0 ， i ^ L 


对）作归纳法，设 ! ⑴=0, j — 对 — l > i>l 和 
任意 e >0 ，取: T ， 使得 A^i G )< e ，命 T ， 则 


A:(0= e. 


n 


o 


A pi ( 5 )d<s 


rT 


<e 

在上式中令 i —" 00 , 得 


eV 入 ■ i + e x i l 


h/ 


0 




rt 


T 


eVA ^ ds , 


limsupp-^ (0< Aj_!e limsup 


e 


力 (r 一 j) 


ds 


T 


< 


A 


j-i 


t 


j — 1 〉 i > 1. 
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由于 e 是可以任意小的正数，所以 


\impij (£)=0 ， j — 1 > z ^ L 

归纳法完成.综合以上结论，即命题得证. 

(2) 可用类似方法证得，请读者一试. 

例 8 CM / M/S 排队问题）某货运港有 s 个装卸船台，在时刻 
^到达的货轮数 NG ) 是强度为 A 的泊松过程.到达时若有空闲船 
台，立即进行装卸服务，否则需排队等候直到空出船台后接受服 
务.设每条船的服务时间 了都服 从负指数分布，即 


P ( T <0 - 



i ^0, 


t <0, 


并设各船装卸时间相互独立，且与 N ⑴独立.用 XQ ) 表示时刻 


t 进港的货船数. 

(1) 证明是齐次马尔可夫 过程； 

(2) 证明 U (0, ^0} 是一个生灭 过程； 

(3) 求其平稳分布； 

(4) 对港口的装卸进行定量分析. 

证 （1) 由于在时刻（港内的货船数与 £ + 时到达的货船 
数是相互独立的（因为泊松分布的独立增量性），而时刻 f 正在装 
卸的货船在£ + ‘时是否结束服务也与该船在时刻 i 前已服务时 
间无关(因为负指数分布的无记忆性)，所以是一个马尔可夫 
过程.又由 


p { xa -\- At ) - i ! xu ) = i ) 

= PiNiAt ) = 0, A(AO = 0 I X (^) = i ] 

min(t,s) 

+ F{ U {N(At) = kjA(At) = k I XCt) = z}} 

夹 =i 


min (“ 5 ) 

=P{N(AO = 0， n {T h >^t I X(0 = i}+o(AO} 

a=i 


_ Je^e^+o(Ai) = 1 —Q + 七）〜 + 〆 ^)， z < s, 

AA/ e + o(A^) = 1 一 + + oiAO ? i s. 
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类似地，有 

P{X(t+At)=i~l\XU) = i} 

^le" AAr (l-e-^)+o(A^) = 5/iAf+o(AO, Os; 

P{X(t + A^) =f + l I XU) = i) = AA^ + o(Ai) 5 i ^ 0. 
故由上面三式可知，从 £ 到 i + Ai 的转移概率与 i 无关，过程是齐 
次马尔可夫过程. 

(2) 由于 



! < s ， 


u + % ， 

Z > 5, 

q, i+i = 久， 

1 —， 

<Li 一 i = 

i ^ 5, 


\Sfl , 

t > 5? 

qij — 0, 

1 i-j l>2, 



所以， X ( r ) 是一个生灭过程. 

(3) 柯尔莫哥洛夫向后方程为 

J (t) = - (A^iju)pij{t) + 0 ^ z ^ Si 

\p\jit) =— (A + Sfx)p {j (0 + sfip^i j (t) + Xp m j (t), i > 5. 


因为 

依公式可得 



0 ^ 2 ^ 5 , 

i > s , 


— ^0^1 …又卜 i 
Kk 陣 z … 卜 k n ° 



0 ^ k ^ s 9 
k ^> s. 


故当 _< i 时，存在平稳分布 . a <¥ 就是单位时间内到达港口的 
货船平均数少于 s 个船台上装卸完货物的平均货船数.这时 
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将 7 T 。 代人 n ， gP 得平稳分布 JT = ( TT 。 ， TH ， 7 T 2 ，…） • 

(4) 讨论: 货船到港无需等待的概率是 

ai = P { x ( f )^5—1} ; 

需等待两条或两条以上货船装卸完的概率是 

a Z ~ P {jc(t)^S~^l} =1 — (7TO+7T1+ …+ 仏)； 

在港口内排队等候的货船平均数是 


bi = 2 5 

在港口内轮船的平均数是& : h 
取定几个 5, A ^ 的数值得一数据表 如下: 


5 

A 


a \ 

ciz 

b x 

bz 

1 

18 

20 

1 

0 + 1 

1 • 

0.81 

i 8.1 

! 

i 

9 

1 

18 

40 

0. 55 

0, 2025 

0. 37 

0.818 

1 

9 

1 

20 

1 

0. 55 

0. 2025 

0. 37 

0.818 

2 

1 

18 ' 

20 

1 

0. 72 

0, 1257 

0. 23 

! 

L 1285 

2 

18 

10 

0. 147 

0.7674 

i 

0.7 

9. 47 


例如，从数据表可知，若 A 相同，装卸效率提髙一倍，则货船无需等 
待的概率可由 0. 1提高到 0. 55;而等待的货船平均数从 8. 1条减 
少到 0. 37条. 

例 9 设 UG )， fG [0, oo )} 是一个有线性生殖率与线性死亡 
率的生灭过程，密度矩阵 



一 又0 


Ao 

— (Ai H-//i) 


久1 


—— （义2 +户2) 



a 2 



且；1„ = 77；1，"„ = 77"，77>1，又>0，户>0,设 P ( t ) = ( Pij ( t ) ，心 ’>0) 是 
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转移概率矩阵 , P (0 = ( Fo ⑴山分 0) 而⑴= S 朽？⑴， 

Tt^O 

i >0. 证明: P (0 “），并求出 UmPG ). 


I ■ J . 

证因为 


n 


flk¥\ f^k¥2 

乙 △ Adm …入 《 




« 『k 

2 2 


Jfe— 1 


rt : 


ft ― ib^hl 


A 


22i(f 


rr^A 


n. 


A 


oo 

2 i 2( f ) 

n =0 


则(见主要内容 5) P (0= P (0. 
当 Ao >0 时，令 


^0 t ) = 1 ， Pn 


Ao 又 1* ••久 《~1 入 oA 


TT^l 




ryx 


n 


则 


s 


Rn 


Ao \ A 


n= 


0 


1 + 說 ) 


ir-l 

rt —1 




户 ，m 

1+ ^ + lna _A)<oo, 


x<fi 


Ijpn 

«=0 


，戶 


A. 


S i 

n^O 


则依定理，有 


IimPi ; (0 =7T, 


f—►oo 


( AoA ^ 1 

w 

• M 

- 1 + —+ ln ( l --)^ 

t / j £ 

L ix " 」 

‘0， 



" 〉 A 




A, 


当 Ae =0 时，有 


y 


i I v wo 

jr { Ai 义 2 …又 Jt 


i+ S(f) 


k 


^ ^ A . 


于是，由定理可得 
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j = 0, 


第四节马尔可夫序列与扩散过程 


主要内容 

一、 马尔可夫序列 

一个随机变量序列又，若对任意的 n ， 有 

Fix n | Xh ， X 『 2 ，…，工 1) = F(j0» I 工 1 )， 

则称兄 》 为马尔可夫序列. 它是时间参数离散，状态空间连续的马 
尔可夫过程. 

1. 在马尔可夫序列中，若已知现在，则将来与过去相互独 
立，即 

fix n , jo s I x r ) = /( x „ I x r ) fCx s I x r ) ， n ^> r ^> s . 

2. 马尔可夫序列的转移概率密度满足方程 

Too 

/( x n I JC 5 ) = f { x n I x r ) f { x r I X s ) djc r , n > r > 5. 

J — oo 

3. 如果一个 n 维向量随机序列 UOU ,^ eN + } 既是正态的，又 
是马尔可夫序列，则称之 为正态(高斯)-马尔可夫序列. 其正态性 
决定了它们的幅度概率分布，而马尔可夫性决定了序列在时间上 
的传播. 

设高斯-马尔可夫序列为 X ( rz +1)= AX (72)+ W (77)， 其中 A 
为常数， WO2 ) 为正态白噪声，其均值为 m ^ Cn ) ，方差为 (4 G ). 若 
XU ) 取值为，则转移概率为 /( x n+1 i a ) ， 它也是正态的. 

4. 正态-马尔可夫过程的数字特征. 

条件均值 K [ X ( n +1) I x n ]= Ax „+ w w ( w ) , 
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条件方差 D[XU+l)UJ=^(n), 

均 值 E \^ X { n ~\-\)~]— Am x ( n ) 4~my(n) , 

方 差 jD[X(n+l)]=A 2 4(7i)+a^(7z) ， 

协方差 C x (n, 5 )==E{[X(n)-m x (72)]CX(5)-m x (s)]} 

= A n ~ s a 2 x Cs ). 

如果 XOz) 是平稳序列，则 

C x ( n ， s ) = A ] n ~ s { a 2 x . 

二、连续马尔可夫过程 

状态和时间参数均连续变化的马尔可夫过程称 为连续马尔可 
夫过程 ，又称 为扩散过程. 

i . mxu ), teT } 是一个随机过程，若对每个72和 了中的 

001 <亡2< • • • < X ，有 

F (<3T n » t n 30 n —1 ? t n —1 J ^0n - 2 ， tn — 2 ;•••; 工 1 ，尤 1) F C-Xn ? t n I JC n — l ， t n — 1 ) ， 


则称了}是连续马尔可夫过程. 

上式也可用概率密度函数等价地表示为 

J~ (工 n ，广 n I 工 n- 1 ，亡 ” —1 ; OO n —2 ， t n — 2 ; •** ; 工 1 ， f 1 ) f i tn I 工 n~1 ， (rr~l ) • 

2. 连续马尔可夫过程的统计特性完全由其一阶、二阶分布函 
数 决定： 


fix\ ,t\ ；Xz 八 2 ; … ； x„ ， 4) 

n — 1 

/\(工1，“）]^[/2(工奸1，，奸1 丨 A ， “） 




k = 1 


n ™1 


^ J/2 〈工 k，h ; 工奸 1 K 


k = 1 


n 




是 = 2 


3. 连续马尔可夫过程的转移概率是 
P{ Si x ； t,A) = P{X(0 e A I XG) = x} ， s,t e T ， s<t. 

其中 A 为状态空间 J 的一个子集.当 A=(—oo，^) 时，有 
P{s,x；£, (― oo,^)> = P{X(t) <. y I X(s) — x). 
一般地，将 （一 co，^/)} 记为 

F ( 5 , o ：；^^)= ::= F (^^|5^)= P { X (0< y | X (5)= x }, 
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称为连续马尔可夫过程的转移概率分布. 
若关于: V 的导数存在，则 




3 

fit^y I s ， x) = —F(s^Xft^y) 

d y 


称为连续马尔可夫过程的转移概率密度.有 


Fis ^ x ^ tjy ) 




fis^x^t^u)du. 


Sf 


若 


F{sjX ； t^y) =F{t — s ； x^y) = Fizyx^y ), 


则称过程为齐次的连续马尔可夫过程. 

4.设 { XG )， t >0} 的转移概率分布函数是 F ( s ， o ^，： y )， 由连续 
性知， 当〜很 小时. X ( r + A ?)— X ⑴也很小.即，对任意5>0,有 


limP{ | Xa + A0-X(0 |>^| X(t) 


x} = 0 


或 


lim 


= 0. 

般加强条件，即对任意 S >0 ，以>0，要求 


lim ~ 

么 — 0 




\y-T\^S 


lim ~~ 


fy{t — At$x;tyy)dy = 0 , 


① 


y — x |^ 


lim ~-~ 

AT-H} At 


(^ — x) />U，x ;Z + A ，， jy)d：y 


1 广 jc 1< 在 


lim — 

以 ― o /\t 


{y ~ x)f y (t — Az ， j^ ， y)d：y = a(Z ， x ) ，② 




lim — 


{y — x) 2 f y (t,x;t + At f y)dy 


\y-x\<S 


lim ~■ 

处十 0 £\t 


iy — xY f y {t — ^t^x ； t^y)dy = 6(f ， x 〉， 


\y-x \<8 


③ 


满足式①，②，③的马尔可夫过程是扩散过程.其中 

F aCt ^ x ) 
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称为偏移系数 ，6(n) 称为扩散系数，均不依赖于及 
5. C-K 方程 

Too 

f(x ti jt n I X s ， t s ) = f{x n ^t n I Xr^tr^) f{x r jt r | X, , ^ ) dr, 

J — oo 

tn t r t s • 

方法、技巧与典型例题分析 

关于马尔可夫序列与连续马尔可夫过程的理论及公式都比较 
复杂.这里只通过几个比较简单的例题作初步的介绍，需要进一步 
了解的读者请阅读更专业的书籍. 

例1设 A，X 2 ，… ，足 ，…是独立随机变量序列，概率密度函 
数 /〜U)=/„U)， 若令 

Vi - Xi,y 2 = ^ + ，…，= Xi+A + w + x "， 

证明: h，y 2 ， •• •，叉，…是马尔可夫序列. 

证因为 

/(yi »^2> = f r iy2 丨 A = ： yi)/' (: yi )， 

又由已知条件得 

/ 、 （ yi) = / 入 ' (: vi) = fi (yi ) » 

/y 2 (: y21 Yi =)1) = / Xi (，2 |Xl=^l) 

= fx z ^ 2 - yz - yi \^ yi )= f X2 ( y 2 - yi ) 
— fz ^ yz^yO f 

故 /(^i ^2) = fxCyOfziyz — yi ). 

推广到 〃个随 机变量，有 

/(yi ，》 2 ， … ， : y«) = /i ()i )/2 (>2 —yO … fAy ”—) ， 

而 /(% I %-! ， ％- 2 ，_••，％)= 

j \ yi ，》2 ， * ) 

于是知，…，: yi) 与: v„- 2 ，…无关，所以 {YJ 是 
一个马尔可夫序列. 
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例 2 已知一个独立随机变量序列不， X 2 ，…，，…，有 

/x n (X )~ f»ix). 

令 Y 1 =X 1 ，Y 2 =X 1 +X 2 ，".，L=X 1 +X 2 + -+X„， 

若 E [兄] = 0 ，X„ 与！^-!独立， 证明： 

E[y n I ， y『 2 ，… u = y^. 

证由例 i 知， {Y„} 是一个马尔可夫序列 
E[Y n I Yh ， 1V 2 ，…， yj 

^oo 

= ynfiyn \ : y 『 i ， ： y 『 2 ，…，: yi ) 如 

J 

= y n f(yn I y^i)dy n ^ E[Y n \ U 

J ― oo 

71 n — 1 

又因为 2^ =X + J]x, = x n +y^. 

t=i i=i 

故 E[Y n \ Y n -^ElX n +Y„- 1 |Y n -!] 

=E\_X n IU+EL Im 
设 X 是任一随机变量， gU) 是一已知函数，由条件数学期望 
的定义，有 


E^gCX) | x] = g{x)p[^g{jd I x]cb:, 

J ― oa 

所以 P{g(x) I X = x} = l,P{gr(x) I x) =0 ， 

故 E\^gCx) I x] = ^(^:)S(X —x)dLr = giX). 

J ― OO 

若令 x^y^! , g (x)=y tt - 1 ，则有 £[¥„-, Iy n -!]=¥„-! ，从而证得 

E[Y n I ^n—1 f ^ rr—Z ，•” ， yj = y^i. 

例 3 证明 C-K 方程，即证 明:对 马尔可夫过程 
x(0 的转移概率满足 


尸(工 3 丨工 1) = 


Px 3 \x 2 (^3 

― OO 


证由马尔可夫性，有 


工2 ) 尸 X 2 lXi (工2 


xx)dx 2 . 


P ( j ：3 ^Xz , Xi )= Px 3 | X 2 ， X 1 (^：3 \o02 ^X\ ) Px 2 | 、（工2 I 工 1 
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故 


= Px 3 ， x 2 ix 】 （而，工 2 \x X )P Xl (A ) ， 

Px 3 ,X z \X l (工 3 ，工 2 Ul) 

— Px^X^X^^ (^3 i X Z ,Xi)P Xz \X 1 1:1) ， 


于是 (A I 工 1) 


I Xi)dz 2 

Px z \x z ioc z I JOz)Px z \x x (x 2 I Xi)cLt 2 ? 


即知 C - K 方程成立. 

例 4 给定一个随机过程 XU ) 及时刻 h < t 2 . 若对任意时刻 f 
< A ， X ⑴都与沿“一沿…相互独立，证 明: X ⑴是一马尔可夫 
过程. 


证记 

Xo=X(r),X 1 =Xa 1 ),X 2 = X(i 2 ),X=(Xo,Xi,X 2 ) 
Yo~Xq jY\—X\ yYz = X2 — Xi ?V~(Yo ， V"i ， Y2 ) T ， 


T 


则 


I/I 


dY 

dX 




1 ， 


Px(oc 0 fXi ,x 2 )= Pyiyo ^ 2 ) I J I = Pv( 3 ^ 0 ^i ^ 2 ) 

= Pyixo 9 Xi ^Xz — Xi) — P(Xo 9 Xi)P(x 2 ~ Xi) 


故 Px ( 工 2 I 工 1 ， Xo ) 


Pxi^Z ，工 1 tXo) 

P{x\ ， Xo) 

P{Xl , 30 q)P(x 2 ~Xi) 
P(xi ，工 0 ) 


P{X2~X\} 


显然上式与 X 。 无关，所以 XQ) 是马尔可夫过程 # 

例5实值随机过程 { XU ) T } 满足： 

1 ) 具有独立增量，即对任意 r < t 2 < … ( n > 2 ， A e 了) ， 各 
增量 XCO - XUhXCG ) — XG 2 )， …， X ( u — 相互 
独立； 

2) X ⑴ 一 X ⑴服从 N (0，< t 2 U - s |) 分布，则称为维纳-爱因 

斯坦 (Wiener^Einstein) 过程.证 明:; C ⑴是扩散过程. 

证设 X( 0 ) = 0 , 由增量的独立性和 X(s)=s 知， X ⑴一 
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X(5)=X(0-5 与一切 X(u)=X(w)~X(0) 独立， 

故确定 x(o 是马尔可夫过程.并且 

F(s,j ：； t,y) =P{X(0 I X( s )= 工 } 

^P{X(t)~ X(s) < ) — x I X(s)~ X(0) = x) 
=P{X(0-XC0<^-x> 


(T\/2k(£ — s) 



/[& 2 (d ] 如 


tT\/ 27 c(/ — s) 


—iz—x)^/{2o , ( 卜 d 之 


这时，主要内容二第4点中的式①，②，③分别成为 


lim — 


/(t ， :c;i +Ar ， jy)d;y 


w 

y-x\^S 


lim 


At 


y-x\^S 


ov2n^t 


e —( 厂 //[ar 2 么 ] djy 




iy — x) 


4 




2 丌 At 


e - (r 工 ) 2 / [2<f 2 at] 




lim —r ； 
iV-^o A/o 


3<r 4 ( 厶之 ） 2 = 0, 


lim 


At 


{y — x) 


y-x\<S 


2 丌△尤 


(r-X) 2 /[2<7 2 以 ] dy = Q ， 


lim 


At 


| 广工 1 <；在 


(n) 2 士 — 2 


=Hm ^ Cjy — x) z — — e" (：i ^ j)2 ^^djy = <r z . 

AiJ -oo av2nKt 

看到 a (f，x)=0,6(i，x)=ff 2 ，m& 满足三个条件，是扩散 

过程. 


例6若信号模型 X (0= aX(r)+^W ⑴的时间参数是连续 
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变化的， w(/) 为白色高斯过程.其均值和协方差分别为 

m w (0 = jE[W( 0 ], 

二 E{[W(5) -mw(s)][WO) -mv^(f)]} 

= — 5 ). 

{x(£),te :o 是连续高斯••马尔可夫过程. 证明： 

(y)Thx(t) 二 amx(t) - {-JimwCO ; 

(2) 若令 V x (r )=^ ⑴，则⑴⑴+，晶⑴. 

证 （ 1 ) 对 X ( 0 = ffX ( r )+ 两式取期望，得 

E[X ⑴]= oE[X(0]+)8E ： [W ⑴]， 

即 rhxCO = amxCt) ~\r^nwit). 

( 2 ) 因为 V x ⑴- = 4 ( 0 =£{[ X ⑴ 一 m x ⑴] 2 }，对等式两边 
微分，得 

t ⑴ =2E[XCt) ~m x (t)][X(t) -m x (t)] 

= 2E[X(t)~m x (t)3 
• [_aX it) — amw(0 +j9WXf) — ^mwCO^l 
= 2aVx(0 + 2 沒£[兄 U)W, O)]. 

式中 X】 Ct)=XCO-mxiO^WAO =W(f) -m w (0. 依定义得 

X{t n ) = +/?卜 ^- ( ^W{s)ds. 

^ l n-\ 

将不 ⑴与％⑴代人，有 

Xi Ct) = e a(M -> ) X 1 (to)+i3r e o( ^ > W(s)ds. 

Jf o 

于是 ECX^OWKO] 

=e^^'ECXi (i 0 )W 1 (£)]+^ a (")W(s)d5. 

因为 X ( to ) 与 WG) 不相关，故等式右边第一项为零，第二项为 

' e^ElW^OWxds^ds 
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=— 5)ds = 

J t 0 z 

所以 ElX.iOWiU^ = \pa 2 wit). 


代回即得 Vxit) = 2aV x (t) + 斤易⑴ . 

文中“依定义得”句指对 i U ) =aX(t) +/3 WQ ) 求微分方程 
的解. 

例 7( 具有偏移的布朗运动）设齐次扩散过程的偏移系数与 
扩散系数均为常数，《0)=；/，6(^)=〃 2 >0,求柯尔莫哥洛夫方程 
的解和转移概率密度函数. 

解 柯尔莫哥洛夫向前方程为 


¥t = ~^¥y^i a2 f^ 9 


状态空间为（一 ° 0 , 00 )，边界条件为 


lim / (尤， x ，》） = 0, 


lim — / itjx^y') 



用特征函数(即傅里叶变换)解方程，令 

<pU ， J0 ， ff) = ^ By f t>0 ， 

J — 

cp(0jx,d') = e^. 

9 (0， x ，60= e ^ 即为单点(退化)分布的特征函数.由 9 U，x，d) 是 t 
的连续函数和边界条件，得 


^ 9y |^d.y =—— ]6 










dlf. 


尸(―⑹ 2 




^fdy 


d 2 <p{Ux ， Q\ 




向前方程转化为一阶线性常微分方程 


dtp 

dt 


(j"<9 一 ^r<p Z )<p 


结合 p (0，： r ， 仍 = e ^ 可以求得微分方程的解 
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甲 = exp ]xQ ^r 'lfxtd — 



恰为正态分布 NU+〆，。） 的特征函数•故 





若 X = { X ( t ) ，£>0}是标准布朗运动 , jH'J Y — {Y 1 — aX (0 + 

〆，£>()} 为马尔可夫过程，上式即为转移概率密度函数.向前方程 
的解称为有偏移的布朗运动.这时，马尔可夫过程可以看做下列随 
机微分方程 的解： 


| dY(r) = fxdt + adXU ) ? 
I Y(0) 


其中"为常数， X 为标准布朗运动，: y 是起点， 
例 8 设 {X(0，(G[0，《=0} 的转移函数是 




=1 cta/2tc(^ — 5 ) 


r 


y 


i 


(—ooly) 


(工）， 



iy — x ) 2 
2 a z it — s ) 



dy , 


S = £， 


证明: 此马尔可夫过程是扩散过程，并求出偏移系数 a(i，x) 和扩 
散系数 b ( t , jr ), 

证 因为 


AtJ 


(^― y) 4 f(t^x ； t-h At^y)dy 


AtJ 




(工一 30 4 


aV 2rcAt 


exp 


(y — x) 
2 a 2 iSt 


dy — 3cr 4 At $ 


于是对固定的 3 及 f=0，l，2, 有 


(x — y ) 1 fit 




厂 


< 






(^0 — yY /\x^y)dy 
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oXt ， jc) =lim — 




mr 

1 厂 工 1<5 


= lim — 

Ar—O A^i 

bityx) =lim 冬 

bx 


lim - 

A/*，0 Lxt 


r t 


(y — x)f(t 9 x ； t-\-At,y)dy = 0 ? 


i* 


( 3 ; — x) z fUjXit + Ai ^ 3 ；) 




{y~xyf{t f x；t + /^t,y}dy = a 2 . 




所以，扩散过程的三个条件都满足，此马尔可夫过程是扩散过程， 
且偏移系数 a ( t ， x )=0, 扩散系数 

例9当偏移系数 a (/, >0=0,扩散系数 6(： r , >0=1时，求由 
向前方程与边界条件 


d 

dt 


fitfjciy } 


2 ay 




fUyX ； y) ^ 0, 急 /(f ， x;;y) — 0 ( I ；y |—oo) 


所决定的随机过程的密度函数. 


解 令 


r t 


W / G ，工;: V ) d ： y ， 则 




^ i£ dy ^e yf 


r t 


—]0 ^ 6 y fU , xiy)dy 




\8<pit^d%x ), 


e 2 < p { t ， d 、 x \ 




对 




dt 2 dt 


2 


两边取拉普拉斯变换，并利用上式可得 


d(p 

dt 




6 2 <p 


即有 


<p(tfdix) = a exp 


f(0^x ； y) = S(y — x ) — 


e^t 


y = x 


0 ， y ^ x 9 
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roc 


则 


(p(0fd;x) 


^ 6y diy — x)d^v 





从而 (pU^dix) = exp { 士 (冰 m }， 

所以 f(t,x ； y) = (2itO _1/2 exp|— ^ j 

即为所求随机过程的密度函数. 

例 10 设 {X ⑴，斤 [0,oo)} 是齐次扩散过程， X(0)exo>0, 

且 P(z ， x 0; :r) = l —PG ，一 工。； 1 )•令 T=min{^X(O<0} ，证 明： 

(1) P{t,x 0 ;0)= g(s,xo i0)Pit —Sj0;0)ds , 

J 0 

其中 Git.xo ； 0) AP(T<0 ； 0)=d y G(s,Jo o ;0 )； 

( 2 ) G(t,xo ； 0)^2P(t,x 0 ； 0). 

证 （ l ) 因为 

P(£,X OJ 0) =P(X ⑴ <0 1 X(0) - Xo) 

=°°g-(s ? x 0 ； 0)P(X(i) <0 I X(0) = x 0 ,T= 5)ds ， 
Jo 

而 P(X(i)^01 X(0) = 工 0 , T = s) 

j PCX(0^01 X(s) — 0) ? s^tt 

io ， s>“ 

故 P(^O ：； 0) = g(5,Xo ； 0)P(^ — 5,0 ； 0)d5. 

h 0 

(2 ) 由 P(^x 0 ;x) = l — P(^—^0 

得 PU ， 0;0) = l/2, 代人题⑴的结果即得 

Pit^JOo ； 0) = +G(f ，： To;0). 
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第五章随机分析与随机微分方程 



主要内容 


r 


一 、二阶矩过程 

1. 如果随机过程 u ⑴，斤： n 对任意 k t ， 有 

m(0 = E[X(0 ]<oo, DU) =E{[X(0-m(0] 2 } <oo, 

则该过程称为 二阶矩过程 . 

为简便起见，设二阶矩过程是复二阶矩过程，且其均值为零. 

2. 二阶矩过程的协方差函数总存在，且 
Cov(XUO ， XU 2 )) = EiElXCt, )-ma i )][X(i 2 )- m(t ' 2 )]} ， 

由此得出其相关函数也总存在. 

3. 二阶矩过程的相关函数具有下列 性质： 


⑴设是二阶矩过程，则相关函数 


只 X (尤2，尤1 ) = 只尤 （,1 ，广2 ) ; 


若 X ⑴是实二阶矩过程，则，即相关函数是 
对称的. 


(2) 二阶矩过程的相关函数具有非负定性，即对于 
任意有限个 qG ，…，4 G 了和 n 个复数 A i ，心，…，； U ，有 


7j n 

， ^ 0 9 

— 1 m= 1 

其中 n 为任意正整数.其矩阵形式为 
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CAj ， 义 2 ，“* 



只 X ( 尤1， 广1 ) 
“2 ， 广 1 ) 


m 

# 

* 


(^1 ， 广 2 ) 
尺 X ( 广 2 ，乙 2 ) 



… (’1 ，’„) 
… Rx ( 艺 2,0 


■ 




A . 2 、 0. 


L^X(,n“l) 尺 X(,n ， ,2) …尺 X(~ “”)」 LAj 

4. 概率空间 03, AP ) 上具有二阶矩的随机变量称为二阶矩随 


机变置(也称二阶矩变量），其全体记为 H . 
H 是 C (或 R ) 上的线性空间. 


二、均方极限 


1. 若对二阶矩随机序列 { X „( e )} ,有使 


limX M (^) = X ( e ) 

成立的 e 的集合的概率为1，即 

P { e ： hmX n M = XM }= 1, 

Tt~^00 

称二阶矩随机序列 { G )} 以概率1收敛于 X ⑴，或称 { U ) } 


几乎处处收敛于 X ( e ) ，记 为尤 Hx . 

2. 若对任给 e>0, 有 

limP { | X n ( e )- X ( e ) |> e } = 0， 

则称二阶矩随机序列 { X „( e )> 依概率收敛于二阶矩随机变量 
X ( e )， 记为 

3. 若有二阶矩随机序列 {} 和二阶矩随机变量 X ，使得 

limE [ | X n -X I 2 ] == 0, 

n^oo 

则 mixj 均方收敛于 x ，或称序列 {； u 的均方极限为 x ，记为 

/ M S 

1 . lmX n = XMX n ^^X. 

4. 设有二阶矩随机序列 U „},{ Y 丄 { 乙 } ， X ， Y ， Z ， LT 为二阶 
矩随机变量，为常数序列， a ，6， C 为常数，且 1. i . m X n = X , 
1. i . mY n = Y , i . i . mZ M = Z , limC „ = C , 则有： 

(1) L umC ^ limC ^ C ； (2) 1. u m U = U ； 

n oo 
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(3) L Lm (CJ7)=CU; (4) L i. mUX n +bY rt }=aX^bYi 

(5) lim£[Xj = £[X] 二 E[U. m Xj ； 

rr^oo 

(6) limE[X„yj=E[XY]-E[a u m XJ(L i. m YJ], 

rr-^oc 

特别地，有 limE[| ； a 2 ] = £ ： [m 2 ] = E[|l. LmXj 2 ]； 

(7) limE[X rt yJ=£ ： [Xy] (可作为 ( 6 ) 的特例 )• 

5. 均 5 极限是唯一的 . 


6. 设有二阶矩随机序列 { 和二阶矩随机变量 X ，则 {} 均 

方收敛于 X 的充要条件是 

lim E[I X Tl - X m | 2 ] = 0, 

该条件称为柯西 ( Cauchy ) 准则. 


7. 设有二阶矩随机序列 } 和二阶矩随机变量 XSHXJ 均 
方收敛于 x 的充要条件是 

lim ElXJCj = C (常数）， 

该条件称为洛弗 ( Loeve ) 准则. 


8. 设有二阶矩随机序列{^}和二阶矩随机变量 X ，且 
1. 又设 z ( m ) 是一个确定性函数，且满足李普希兹 

( Lipschtz ) 条件，即 

I t ( u ) — t{v) | ^ M | u — v | ? 

其中 M 为某常数.若 { KXJ } 和 KX ) 均为二阶矩随机变量，则有 


h i . m t ( X n ) — t ( X \ 

设 U . m 则对任意有限的£，有 1 . i . mexp ( j £ Y n )-= 

exp ( jiX ). 即若均方收敛于 X ， 则； C 的特征函数收敛于 X 的 
特征函数，从而又的分布函数收敛于 X 的分布函数. 


疑难解析 


1. 怎样理解二阶矩过程的协方差函数的性质？ 

答在一些教材中，有的是讨论 x ⑴的相关函数 ,4) 的 
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性质，有的是讨论 x (0 的协方差函数 c x ( tl 4) 的性质，其实两者是 
一样的.因为，对于二阶矩过程，有 

尺 X (尤1 ，艺2 ) = Cx (尤1 ，尤2 ) == 1 + 尤 1 亡2， ，尤2 6 了 • 

协方差函数有以下两个 性质： 

⑴埃尔米特性，即对任意 t ， 总有 

C x ( s “） = C x ( t f s ) ； 

(2) 非负定性，即对任意正整数 n ， 任意的和任意 
的复值函数 Q ⑴， fT ， 有 

EEc x a i 9 tj ) Q ( t k ) Q (^)> o . 

^ _ I j * — j 

非负定性成立，可以保证埃尔米特性成立，因而协方差函数最 
本质的特性就是非负定性. 

二阶矩存在定理更指 出：在 TXT 上给定一个二元函数 
C x G ，0, 如果它是非负定的，则一定存在一个二阶矩过程(而且是 
正态过程使得 c x ( s ， i ) 恰是其协方差函数.当 
C x ( s ， £) 是实函数时，相应的随机过程也是实随机过程. 

2 .为什么对二阶矩随机序列了}和二阶矩随机变置 
X ，若 1. i . mX „ = X ， 则 

limE[Xj = E[l u m Xj = £(X)? 

答 该问以转化为:为什么取平均与取极限可交换次序? 
因为，对题 设的尤 和 x ， 有 

I E[XJ-E[X] | = | E[_X{n) -X] |<K | X(n)-X |. 

由施瓦兹不等式，得 

1 ElXM^-EW |<E[| X(n)-X |] 

<^El\ X(n)-X I 2 ], 

故 lim I E[X(n)]-£ ： [X] |< YimVEl \ X{n)~X | 2 ] =0 ， 

? f^OO 

即 lirrLE[X„] = E[X] = E[L u m X(n)]. 

但应注意的是，先取极限是指取均方极限. 
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方法、技巧与典型例题分析 


在第一章第四节中已讨论过关于二阶矩过程的 例题. 事实上， 
正态随机过程，平稳过程（宽平稳过程）和正交增量过程都是二阶 
矩过程，所以，我们将有些问题放到有关章节去讨论.下面来讨论 
二阶矩随机序列的极限. 

例1设有一个二阶矩随机序列 { X (7 Z )}， XU ) 的相关函数为 
尺 •若 有序列{〜}， n = l ，2, …， 并定义 

n 

y ( n )= Z a k X { k ) ，问 :在 什么条件下， y ( n ) 是均方收敛序列？ 

1 

解 ElY ( n ) Yim )~] 

a =1 *—1 

- S S ^ a . ECXa ) X <0]= 2 2 a ^- K x a ,0. 

依洛弗准则，如果 1 { YJ 均方收敛，应有 ' 

limElYM YUn )~] = C (常数)， 

OO CO 

即应有 2 = c (常数）， 

k= 1 t=l 

oo oo 

也就是级数 5] 应收敛. 

1 t= 1 

例 2 设 { XJ 是一随机变量序列， X 是随机变量.若 V e >0, 
当 n — oo 时，满足 

P{\ X n ~X\>e}^0 9 

则称 X „ 依概率收敛于 X . 证明 :若 1. i . m ，则； ^ 二 X . 

证若 l . i . mX „= X ， 则 X | 2 ]=0, 由契比雪夫不 

n^oo 

等式 

P {| X „ — X |> e }<{ E [| X n ~X | 2 ]}/ £ 2 
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可知，当 72— co 时， £[! x „- x | 2 ]— 0,则 \/ € >0, 必有 

> £ }^ o . 所以 ，若& 均方收敛于 x , 则必依概率收敛于 x . 

例3 证明均方极限的唯一性. 

证 设 { XU )} 是二阶矩随机序列， X ， Y 是二阶矩变量，且 
limX (7 z )= X , limX ( ri )= Y . 因为 

rt — ►'oo 

e{[x(t 2>-y][x(«)-y]} 

=£[X(n) X00] - E[YXOi)] - E[X(n)Y] + E[YY], 
对上式两边取极限左边用 X ( n )— X 代入，右边用 X (? 0 — 
Y 代入，则左边为 

E { [ X ( tz ) - y ][ X ( rz )- y ] n ^°°> E [( X - Y ) ( X - y )]> 

= e[| x-y I 2 ], 

右边为 

E [ X ( w )] ~ Y ( n ) ~ E[Y X 00]- K [ X (7 i ) F ] + E [ YY ] 

—^ E [ YY - EVY ]- E [ YY ] + E [ YY ]=0, 

所以 E [| X - Y | 2 ]=0, 

即 X = Y ， 故均方极限是唯一的. 

例4 设有二阶矩随机序列 { X ( rO } 和二阶矩变量 X ，/( tz ) 是 
普通函数，且满足李普希兹 条件： \ f ( u )- fM \ KM \ u - v \ ，其中 
M 是一正常数， 证明： 

1. i . m /( X n ) = /( X ). 

特 别地， X ( n ) 的特征函数等于 X 的特征函数. 

证由李普希兹条件，有 

I /( X „)-/( X ) | 2 <Af | X (72 )-X I 2 , 

于是 E [|/( X n )-/( X ) | 2 KJVf £[ iX (72)- XI 2 ]. 

因为 limE [| X ( rt )- X | 2 ]=0， 

故 limE [|/( XJ -/( X )| 2 ]=0, 

rt—^oo 

即 1 .1 m f ( X n )= X n . 


181 




若取/(«)=#%因为对有限的 i ， 总有 

l/U) IH WM ， 

所以 1/(“） 一 U - v |, 

即 1. i . m e ^ x ” = e^ x . 

于是 lim £：[ y x<n) ]=£[，]， 

即 X (7 I ) 的特征函数收敛于 X 的特征函数. 

例5设 L 不， …是独立同分布随机变量序列，£[1]=^， 


£>[1]=? •令 X ( n ) ，证 明: 

71 i=i 


证因为 


L i . m X n 



4 


El\ X{n)~fx I 2 ] 


E 


n 


2>. 




n 


n 




n 


El\ U 2 ]， 


故 limE [ I X { n )— fx \ 2 ] = lim —£[| Y £ — ^ 1 2 ] = 0 ， 

Tt »- 00 JI , QO TZ 

所以 1. i . 

此例又称为均方极限下的大数定律. 

例6设 X 00 = ( X ； n) ) 是々维实正态随机变量， 

如果均方收敛于 X =( X 1 , X 2 ,-*, X fe ) T ,BP 对每一个 i ，有 

UmL i . m = X , 

n—►co 

则 X 也是正态随机变量. 

证将 Y n) 的均值与协方差阵分别记为 

ft ~ 五[" X "]=(内，抑，^**，内）丁， 

B (n) = E {[ X (n) - { a f ), 
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= (〜）， 

其中 ( fff )， （巧）分别表示以…，幻为元素的矩 
阵，而显然有 

lim" t (n ) = fi t , 1 ^ z ^ ^, 

7t~^ja 


lirrur 


(n) 


l<z , 7 


若用 外 （ V )和 P ( v ) 分别表示和 X 的特征函数，则必有 


蚪（ V ) 


expljvV ^ 


v T B ( ri ) v ). 


两边对〃取极限，得 


lim<p n ( v) = exp(jv T limv u> 

rr-»*oo \ ?i—►oo 


—| v T HmB Cn) 

Ld 71—^0 





另 一 方面,应有 lim% ( v) = 9 ( v) ， 所以 

<piv) = exp (]v T fi — ~v T Bv^. 

于是，由特征函数的唯一性定理知， X 必是正态随机变量. 


第二节随机过程的均方连续与均方导数 

主要内容 

一、 随机过程的均方连续 

1. 设 U ⑴， K T } 是二阶矩过程，若对某确定的6 7%有 

1. u m Xit-^h) = X(t ) ， f ，艺 + /i G T\ 

则称二阶矩过程在 t 处连续.若 { XG ) ，沒 T } 在： r 中 
每一个£处都均方连续，则称二阶矩过程在 : r 上均方连续. 

2. 二阶矩过程 {X(0 ，(6 T} 在 z 处均方连续的充要条件 是:协 
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方差函数 c x ( 5 ,0 在 G，0 处连续. 

有些教材中也写 成:相 关函数在处 连续. 
若<^(以)（或仏0,0)在0,0处连续，则 xio ^ teT, s e 
t 上均方连续. 

3. 若二阶矩过程，(6 T} 是均方连续的，则 

limE[X(i + /i)] = E[X(^)], 

hr-^O 

即在均方连续的条件下，取平均与取极限(均方极限)是可以交换 
顺序的. 

A .^{ x ( o 9 te : n 是宽平稳过程，则以下条件是等 价的： 

(1) U(0，KT} 均方 连续； 

(2) ⑴，?在 z=o 处均方 连续； 

(3) 相关函数 i^(iO( 或协方差函数 C x (0) 在 一 00«⑺上 

连续； 

(4) 相关函数 i? x (r) (或协方差函数 c x (r)) 在 r=0 连续. 

二、随机过程的均方导数 

1.设 U ⑴， K T} 是二阶矩过程，对于确定的 f € 了，若存在随 
机过程使得 


m 


XCt H~ h) — Xit) 

h 


x\o 




dXU) 

dt 


则称以⑴，士 T} 在 z 处均方可微， X' ⑴为 {X(r)T} 在/处的 

均方导数.均方导数是唯一的. 

若 {X(t)， 吃乃在 T 上每个 f 处都有导数，则称{X⑴， 6T} 在 
T 上均方可微.若 {X'(i) ，设 T} 在^处均方可微，则记为 X"(0 ，称为 
XG) 的二阶均方导数-类似可定义72次均方可微，记为⑴. 

2.设 /(s，0 是普通二元函数，如果下列极限 存在： 

Um f(js + h ， t~\~h f )— f(s + h，t) — f(js，t + h，）一 f(s，t) ， 
hX^o hh 


则称 /(s，0 在点 （M) 处广义二阶可导.极限值称为 /U，t) 在点 
(S，0 处的广义二阶导数. 
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3. 广义二阶导数存在的充分条件是 :如果 / G ，0 关于 s 和 f 
的一阶偏导数存在，二阶混合偏导数存在且连续，则 /( M ) 是广义 
二阶可导的，且广义二阶导数就等于二阶混合偏导数. 

4. 均方可微准则二阶矩过程 < x(o : n 在 t 处均方可微 
的充要条件是协方差函数匕( 5 ,0(或相关函数心（^))在（以) 
处广义二阶可微. 

二阶矩过程 { X (0， t 6 T } 在丁上均方可微的充要条件是协方 
差函数 C x ( w ) (或相关函数 i ? x G ， t ))( w ) 处广义二阶导数存在. 

5. 如果 c x ( s ，0 在一切 { U ,0, teT } 上广义二阶可微，则 

f 5 c x ““)4 c x(5 , 山基 C X G “)， 盖 在 TXT 上存 

在，且 

|-C X (5,0 - ^-E[X(s) X0)] - ElX\s) 丽]， 

ds os 


l t C x (s ， t) = f t E[X(s) X(7)] = E[X(s) YW3, 


^c x (sa) = 3^C X G“）= E[X r (s) TTi)], 

as at dtds 

若将 C x (以)改写为，上述式子仍成立. 

6. 若二阶矩过程 U ⑴， K 了}是 n 次均方可微的，则 { X (0 ，/ 
e ： n 在 r 处的7?阶均方导数的均值存在，且 


■ 

E 


d n XU )^ 
df . 


=盖取⑴]， 


即求均方导数与期望运算可交换顺序. 

7. 若二阶矩过程 u ⑴， ( e ： n 在 z 处均方可微,则它在 z 处均 

方连续， 


8. 若二阶矩过程 U ⑴， KT } 与⑴，在 f 处均方可 
微，为常数，则有均方导数 

[aX(t) +6X ⑴ T = oX'(£) +6 作 ). 

9. 若二阶矩过程 U ⑴， KT } 均方可微，/⑴是一普通可微 
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函数，则 / u ) x ⑴均方可微，且有 

^[/(r)X(O] = +/ ⑴气 p ，te T. 

10.若 c 为常数或随机变量，则 c 的均方导数 为零; 若二阶矩 
过程 U ⑴，斤 T } 均方可微，则 XCO + C 也均方可微，且 

lx{o+cy^x\o. 


疑难解析 


均方导数与普通函数导数有哪些相同点与相异点？ 

答均方导数虽然也称为导数，但与普通函数导数在定义上 

是完全不同的.普通函数/⑴的导数/⑴ = 


是函数增量与自变量增量之比.当自变量增量趋向于零时的极限， 
反映函数 / U ) 在？处的变化率.而均方导数反映的是，若随机过程 

久⑴的所有样本函数都能使存在，则 X /⑴ 


就是它导数的样本函数.但这条件限制太严，于是就利用柯西准则 
来定义:如果 


lim E 




X(t + At )- X (0 

xct + Ah)-xao 

2 — 

■ 


A/i 



则称 X ( r ) 可以在均方意义下可导，记为 



V* 




X \ t ). 


其均方导数 X 7 (0 也是一个随机过程.所以，两者在定义与实际意 
义上相去甚远. 

但在性质上，两者还是有许多相同之处.如，若 fU ) 在 t 处可 
导，则 /(() 在^处连续，对随机过程 X ⑴，若 X ⑴在 t 处均方可 
导，则 XG ) 在 i 处均方连续.除此之外，均方导数还有许多类似普 
通函数导数的性质，如均方导数的唯一性，任一随机变量或常数的 
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均方导数为零， [ aX ⑴ + 砂⑴ ]’= W ⑴ +6/( 0 ， [/ ⑴ X ⑴]' 
=/ ⑴； ao +/ ⑴ x ' ⑴等.然而，两者也有许多不同之处，如均 
方可微准则和数学期望运算与求导运算可以交换次序等性质是普 
通函数求导运算所没有的，读者一定要认真理解和掌握. 

方法、技巧与典型例题分析 


均方连续与均方导数都是随机分析的基本概念,牢牢把握住这 
些概念并将它们应用于随机过程之中，是我们要努力做到的.以下 
例题给出了一些解决实际问题的方法与技巧，请读者认真体会. 

例1设{ X ⑴， 0 O }， X ( O ) = O 是泊松过程，讨论其均方连 
续性. 

解因为是泊松过程，所以有 
P{X(i) — X(^) — k) = 〔4(’ s )] , k = 0，1 ，…， i 〉 s. 

k ! 

令 s =0, 则有 £：[ X ( r)]=An 当 时，有 

C x (5,r)= E{[X(5> —As][X ⑴ —Ai]} 

= E{[X(s) -As]{[X(5) - As] 

+ [ X ( i ) —— [ X ( s ) — As ]}} 

=E{[X(5) — A5] 2 } = D[X(5)] 2 — Xs. 

当 5 > r 时，类似可得 C x G ， i )= h ，故 

C x {s ， t) = Amin{s,i}, 

R x {s,0 = C x (s’t) ~hm(s)m(t) — Amin{5,i} +A 2 女. 

由于 C X ( W ) (或心0,0)在{(^)，会0}处二元连续，所以，泊松 
过程 { X ⑴，会 0} 在 t ^ O 时均方连续. 

注意均方意义下的在 i 。 处连续是指随机地取出一些样本 

函数 X (0 ，它在~处间断的概率为零.这与在通常意义下的连续 
有所不同. 
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例 2 设有二阶矩过程 { X (/) 丁} , A ( s , r ) 是相关函数，证 
明: i ? x ( s , f ) 在(^)连续，则它在: TXT 上连续. 

证若心0,0在(以)连续，则 X ⑴在 f 处均方连续，所以， 

对 s ^ t , s J tk r t J rh l 

L i, m X(s + h) = X(s) ， L i. m X(t + /i x ) = X(t). 

依二阶矩过程的均方收敛性质，得 

lim R x (5 + /i ,^ + /i x ) = lim E[X(s + /i) XG + Z^)] 

h ， h\~*oo A, Aj 

=E[X(s) X( 7 )] =^(5,/), 

即在: TXT 上 连续. 

本例说明,二阶矩过程在 T 上的均方连续性与其相关函数 
(或协方差函数)在 TXT 上的连续性等价.而相关函数(或协方差 
函数)在 TXT 上的连续性又等价于它在对角线上 
的连续性. 

例3 证明： { X ( d ， r 6 T } 在 i = 0 处均方连续与其协方差函 


数<^(70在 r =0 处连续等价. 

证 |C x (A)-C x (0 ) 卜 |E[X(A)X(0)]-E[X(0)XW] I 

-|£ ： {[X(/i)-X(0)]X(0)>| 

< I Xih) -X(0) 1 2 ]£[| X(0) 1 2 ], 


设 { XG )，£6 T 7 在？ =0 处均方连续，则 

limE[| X(/i)-X(0) I 2 ] = 0, 

h~^0 

从而得 lim | C x (/0— C x (0) I =0,即协方差函数 C x ( r ) 在 r 

h^O 

续.又因为 

K[| X(A)-X(0) I 2 ] = 2C x (0)-C x (/i) -CxO) 

<1 C x (h)-C x (0) l+l CxO)-C x C0) I, 

设协方差函数 C x ( r ) ftr =0 处连续，则 

lim I C x ⑹ 一 C x (0) |=0, lim | QO)-C x (0) | = 


0 连 


h-^0 
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所以 


limE[|X(/i)-X(0)| 2 ]^0. 




从而知 { X ⑴，6乃在户0处连续.于是命题得证. 
例4设有随机过程{沿0,6[0，1]}，定义 


P{X(0) = 0} = 1 ， X(t) 


Y ” 3 ， 


1，2,…， 


其中 {&} 是独立同分布随机变量序列，讨 
论 x ( o 的均方可微性. 


解显然 


£[X ⑴]=0, 


R x ( s 9 t )= ElX { s ) X ( t )^ 


取] 


0, 


I 2尸 1 

其它. 


1，2, 


易知差 R (0,0)=0=| i ?(0,0)，：^； K (0,0) 


d 


dt 


dsdt 


dtds 


K (0,0)=0, 但 


不是广义二次可微的.这是因为，有 


92 Risa )= = ECX ' C ^ X ^ O ] 


dsdt 


dtds 


lim — 

fi ， h 、 ― ^0 ft 


fe 


+ + — R(s ~h k ， t) 

h . 


R { s,t + h x ) — R { s , t)y 

^ )y 

若取则上式成为 

lim -[ g ㈣ ） 二叫， 0) ~ R(QM + 飾， o )] = lim 丄：⑺ 

A —0 h 2 h -^0 h 2 . 

可知 X “)不均方可微. 

例5设 {X ⑴， Kr } 是二阶矩过程， X (0 = sinAi ， 其中 A 
是随机变量，且 E[A 4 ]<oo. 证明: ^ W ^ AcosA ⑺. 

证因为 


E 


sinA(^ + A)-sinA ， 

2 q 



h 
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sinAt(cosAh — 1) + cosAf (sinA/i — Ah) 


h 


<2E 


sin 2 Ai(cosAA 一 1) 

h 2 


+ 2 E " 


cos 2 AtisinAh 


Ah) 


<4/ i 2 £[ A 4 ] 2^0. 


所以 X(t) 均方可微，且 X / (r)=AcosAt. 

最后一个不等式的证明用到了 cosa<l+a 2 , sina<a+a 2 . 

例6设平稳过程 XU ) 是均方可微的，其导数是.证 
明 ： V i ，随机变量 ) 和 Y U) 是正交的,也是不相关的，即 


E[X(0X ; (0] = £ ： [XU)MX， ⑴] 




证依相关函数定义，应有 
E[X(0X / (0]= E\XCO lim 

_ A/—►O 


At 


limE[X(f)] Xa 七 二 X (’) 

Af 一 0 


=lim —R x (0)2 = i?’(0 ) ， 

Af -►<) 

由相关函数的性质，有 |K(0)1>|RW|， 且 R( r ) 为偶函数，因此 


r = 0 为 i?(r) 的极值点，有 i^(0) ^O. 由此得出 

£[; c ( ox ' ⑴ >0. 

若进一步令 E[X(0]=mG)， 则 U ). 由于 

XU) 为平稳过程， m(i) 是常数，故 

m / (O=0, ElX(0']ElX ， (0^0. 

从而 E\ ： X(t)X\t)^ = ElXCt^Eir = 0. 

例 7 已知 K x ( r ) = e — r2 ， 如果 Yit)^ XU) +X(t) ， 求 R Y G:). 

解依相关函数的定义，应有 
K y ( r )= E [ Y ( OY ( f - r )] 




£ ， {[X(/)4 - Xdt^lXCt -r)H-^(i-r)]} 

E{X(OXU~t) + X(r)XG — r ) 
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+ XCOXU — r) + XCOXU-r)} 

- R X M — R /( r ) + R/M -RxM 

^ R X M ~ R/M = (3-4 r z ) e ^ 2 . 

例 8 证 明:维 纳过程 {W ⑴，命 0} 是非均方可导的. 

证法1 \^。6[0,00)，若维纳过程灰(0在^处均方可导， 

则存在随机变量 Y ， 使得 

Wit 0 + h )- WUc ) —V 

iim j — x ? 

n 


则 y 平方可积，从而 | Y | < c °°, 且有数列 {/ O ， o «— 0,使得 


{[ m W ( t 0 + h n )- W ( t 0 ) =y 


h 


n 


所以 


F lim 


w{t 0 +h n )-wa 


0 




^/K 


0 = 1 . 


故 V e >0 ， 3 1 ， 当 时，有 


P 


XU 0 + h n )- XU 0 ) 

7^ 


<e >4 - 


从另一方面知，因为 Wk + ZiJ - WG 。） 〜 N (0， a 2 / O , 故 


WU 0 + h n )- W ( t 0 ) 

— 7 ^n 


N(0,tr 2 ). 


由正态分布的性质，当 e 充分小时，式②左边的概率 


exp 


( 


x 


2 a z 


) dr< i* 


① 


② 


' ^v2tT|x|< c 

这与 h „ 无关，从而推出矛盾.所以，维纳过程非均方可导. 

证法2设 { w ( t )， fe [ o , oo )} 是参数为/的维纳过程，若 
{ 研⑴ > 均方可导，则存在二阶矩过程 {7(0}, 使得 




limE 

h ― ►O 


h 




Y ( t ) 


= 0, 


于是 limE 

A —0 


WUTh)-W(t)^ 




E {[ YU )7) < 
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但是 


UmE 


h 


W(tTh)-WU) 

h 


2 


Um 士 


所以，维纳过程 (wu)} 不均方可导. 

例9 设 U ⑴，斤 [0,oo)} 是宽平稳过程， K X U) 是其相关函 
数，且 m ⑴⑴: Nm。. 若{又(0}均方可导，证 明: i? x U) 二 
阶可导，且 {YU )} 的期望值恒为零，的相关函数为 
— R x "( u ). 

证因为 

i?x( M 一九） 一 


= Cov(X ( 5 -\-h),X(s-hu))~ Cov(X(s) ,X(s-hu)) 
=E{ [X(s + u)- m 0 TXCs + / l )-X(s)]}, 

由 lim E [ X ( n ) Y (/ n )]= E [ Xy ], 

Rx ^ u 一—— Rx ^ u ^ 

h^o h 

=[ ini£： |[X(5 + ^) - m 0 ][X(5 + A)~X(5)]| 

=E{ [X(s + w) - m 0 ]X' (s)} 

->-R x \u) =E{lX(s + u)-m^X\s)}. 

又 

lim - : - : - 

a 一 o h 



l(XCs + u + h) i 0 ) — (XG + A) i 0 )]XD 

- 


= ElX\s^u^X\s)3^~R/^) = E[X，G + “)X’G)]. 

若能证明 ECXW )]^)， 则知的相关函数即为 一 R / U ). 
注意到 £[ X (£)] e w 。， 所以 

I ElX \ t ) 3 \= E \ X — “+ - 巧一 X “) — 

_ n ^ 


<E 

i — 


XU^h)-X(t) „ x / a) 

h 


o 

——^0, 


从而证得£[^(0]=0,即有 (XA)} 的相关函数是 一 心〃㈤. 
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第三节均方积分 


主要内容 


— 、均方积分 

1 .设 u ⑴,是二阶矩过程，/⑴是定义在 1>，6]上 
的任意确定函数，将区间 [a，6] 分割成《个子区间，分点为 a=t 0 < 

G 〈 … 〈匕 = 6, 设 △"= max (^ t+1 — t f ) > t^t/ , i — 0 ， 1 ， 2, 

0«rt-l 
n "- 1 

…， n— 1 ，作和式 = 2/(0X(0 (^h - O ，如果均方极限 




o 




y = L 

Tt 

4 


ffl 


：,)=L i. m 

a 


n 


存在，且与子区间的分法与 v 的取法无关，则称此极限是 
/(0X ⑴在|>，6]上的均方黎曼积分，简称均方积分，记为 


n ™ 1 






0 




r j 


f(t)XU)dL 


a 


n 


2 . 均方可积准则 / ⑴ X ⑴在 [a，6] 上均方可积的充分条件 


rb 


rb 


a 


是二重积分 /⑴/⑴心(^)山山存在，其中 C x (s ， t) 亦可写 


a 


为 R x U , t ). 


3.设 U ⑴， 6( —oo，cxO} 是二阶矩过程，/⑴，斤（一⑺， 


a- 


rb 


) 是确定的函数，如果 1. i. m f{t)XU)dt 存在，则称此极限为 




a 


/(r)X ⑴在无限区间（一 co , 〜）上的均方积分，记为 


产I 


4/ 


此时，均方可积的充分条件是 
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roo 


/(5) f(t)C x {s^t)dsdt <C 


存在，其中 C〆 以)亦可写为 R x (s，t\ 


4. /G，u)X(r) 在 [a，6] 上均方可积的充分条件是二重积分 


r j 


rb 




f Cs y t/) /(£ ， w) C；f (s ， Z)clsdf 存在 • 


a 




广义均方积分 fU,u)X{t)dt 存在的充分条件是二重积分 


roo 


a *f 


a 


roo 


fis^u) fCt^u}C x {s^Odsdt 


a 


存在，其中 C x (w) 亦可写为 K x (s，f). 

5. 均方积分有以下 性质： 

(1) 若 X(f) 在[>，6]上均方连续，则 X(0 在 0,6] 上均方可积. 

b rb 




(2) E[ fU)Xit)dt] 




a 


特别有 




rb 


E[ X(0ck] 




a 




a 


rb 


/(0E[X(0]d^ 

t 

E[X(0]df. 


a 


( 3 ) 




r * 


6 


fU)Xdt)dt 


a 


a 




rb 


fU)XU)6t+\ / ⑴ X ⑺也 a<c<b. 


⑷若 XW 在 [a，6] 上均方连续，则 



E{ Xdt)dt 


2 


^ M(d 一 a) 


式中 


M== 2^ Cx (01 

(5) 若 X(i) 在 [a，6] 上均方连续，则 


YU) 




0 


X(5)ds, a ^ t ^ 6 


在 [ a ，6] 上均方可积，且 Y \ t ) = Xit ). 

(6) 若 X ⑴在 |>，6] 上均方可微，且: T ( f ) 在[>，6]上均方连 
续，则 

b X f it)At - X(6) - X(a) (N-L 公式 ). 
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(7) 若在 [ a ，6] 上均方可微，且在 [ a，6] 上均方连 
续，/⑴是0，«上的连续可微函数，则有 

b fU)X\0dt = [/ ⑴ X⑴] 6 — \ b fU)XU)dt. 

^ a a ^ a 


( 8 ) 


E\\ fis)Xis)ds [ /(i)X(Odil 

—^ a J a 」 

= f (s)f(OC x (sjOdsdtj 

J /IV fl 


特别有 


— rb 

_ ^ a 


X{t)dt 


2 




m b rb 

C x ( s ^ t ) dsdt ^ 

J /iJ a 


其中亦可写为 RxCsjt ). 
(9) 若 X(0 均方连续，则 


- rt 

E 

—J a 


X(u)du X (v) dv 


a 


[X(u)du 'I < (f-a)rE[X(u) XU)]d ； 

_ J a -J ^ a 


<( 6 -a) E[X(m) XU)]d«, 


a 


t p rb 2 ^ \ 1/2 rb 

特别有 E X ( u)du < { E [ \ X ( u ) | 2 ]} 1/2 dzz. 

' ^ \ J a J * J a 

6 .若 X(0，Y(0 在 [a，6] 上均方可积，为常数，则有 


、b 


[aX ⑴ + 6 Y ⑴] dz 


* 


a 


a 



b 


X(t)dt + B\ Y(t)dt 


a 


7. 若二重积分 f 6 p/G，《)7^yc x (s，ddKk 存在，则均方积 

J n 


-6 


分过程 / G，u)x(0ck 的均值函数是 


a 


E\\ b \ b 

— J a J J a 


协方差函数是 


C(ufv) = f f f(syu) f(t f u)C x (Sft) d5dr f 

J /v J a 
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其中 C x ( s ， f ) 亦可写为 R x (s，t). 

8.设 U ⑴，斤|>，6]}是二阶矩过程，/⑴是 [ a ，6] 上的普通 
函数，将 [ a ，6] 分割 


a = q …= 6， A n — max { t k — £ M ) 

l^k^n 


作和式乙= 2/( A )[ X ( D - X < Uh )] ，其中 w 6[， h ，"]，々 = 

h ^\ 

1，2,…， n . 若 0 时，乙的均方极限 Z 二 L umZ „ 存在，则称 Z 
为/(〖)关于 XG ) 在 [ a ，6] 上的均方斯替尔吉斯积分，记为 



** a 


9.设 U ( i )， KU ，6]} 是二阶矩过程，协方差函数 C x ( s ，0, 
又 /( t ) 是 [ a ，6] 上的普通函数.若二重斯替尔吉斯积分 

b f{s)fU)dC x {s,0 存在，则/⑴关于 X ⑴在上的均方 


b 




a 


rb 


斯替尔吉斯积分 / G ) dX ( i ) 存在. 


a 


若/⑴对 X ⑴在[〜6]上均方斯替尔吉斯可积，则有 


(1)E 


(2) E 


b fU)dX{t )]= 「/⑴ dE [ X ⑴]= 

a -J ^ a 

b fCt)dX(0 | 2 ]= f f /⑺ fUydC x { s ,0 . 


f{t)6m x {t ), 


本段中 C x ( w ) 均可写为 R x (s,0. 

有限区间上的斯替尔吉斯积分也可推广到无限区间情况. 

二、伊藤积分 

1. 参数为¥的维纳过程 {wcowe ( — oo , °°)}，其均值为 
零，山 D [ W ⑴ 一 WC ^ O -^ U - sl . 其(形式 
上)广义导数过程 {WYOdGC — oo ， c «)} 称为参数为/的白噪 
声,其相关函数为 


Rw^ (s,t) = a d(s — t). 

2 .设 XG ) 是二阶矩过程， W (0 为维纳过程，在上进行 
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分割 a = t 0 < ^it l —6» A n — max Ct k — 匕― 】 ） ， 

作和式 h = — wgh )]. 

jfe=l 

如果均方极限 IuxiZd 存在，则称其极限为 X ⑴关于的伊藤 
( Ito ) 积分，记为 

L i. m - \ b X(OdW(t). 

ri 

3 . 设 xo) 为均方连续的二阶矩过程，且对任意的 

，卜^及 h ，[x(s/)，X(s 2 ')，W(s 2 )—WCO] 与 

—) 相互独立，则 x(i) 关于 WU) 的伊藤积分存在且唯一. 

4. 设伊藤积分 \ b X(t)dW( 0 , fy(0dW(0 存在. 

J a J a 

(1) 对任意常数 a 和存，有 

\aX(0 +j5Y(0]dW(0 = afx(0dW(0 +/Y(0dW(i). 

J a ^ a 」 a 

(2) 如有则有 

b X(0dW(t) = fx(/)dW(?) + IxiO&Wit). 

J a v a c 

(3) 若 \ b X { t ) dWU ) 存在，则对于有 


Y(t) = ⑴ dWG) ， a^t^b 

J a 

存在且关于 i 均方连续. 

(4) 设{足,(0，？€[>，6]}是均方连续的二阶矩过程，且满足 
伊藤积分存在条件.若关于 K 了一致地有 U . m X n (0 ， 则 

7f—^OO 

X ( t ) 也均方连续且满足伊藤积分存在条件，对一切 «b 一致 
地有 

1. i . m 「 X ，》 dWU ) = fx ( M ) dW ( M ). 

J (i J d 
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疑难解析 


1 .为什么二重积分 


rb 




b 


f(s f u)f(t,u)C x (s,t)dsdt 存在是 


a 


在 1>，6] 均方可积的充分条件? 
答如果二重积分存在，积分和式 

n— 1 m 一 1 

lim SS/h 

△工: 0 ,一 0 

极限存在，即 


， M) fit k J tl) C x ( ? S k ) (^ffl — s i) “hH 一 


n — 1 


m 一 1 


lim E { S /(5/, u ) X ( s /)( s m - s ! .)E /(4% u ) X ( f /)(^ r -^)} 


4一 0 


I ^ 


0 


J ^=0 


存在，所以充分性成立.但是第一个积分和式极限存在，并不能保 
证二重积分存在.这是因为，此极限是在对区域作矩形的分法下存 
在,是否与分法无关，在任意分法下是否都有极限，我们都不知道. 
/( ox (?) 在1>，6]上均方可积的充分条件也出于同样的原因. 

2 . 怎样理解伊藤随机积分？ 


答在伊藤积分 I 




X (0 dW (0 中， XU ) 是二阶矩过程， 


W ⑴是维纳过程，其形式广义导数 W ' ⑴的相关函数为 


(s，0 


dsdt 


Rw^ s — 广 ）* 


其中 S 函数是一个广义函数，当时，私 ^( hi )= oo , 反映 
w '(0 取值的分散性. 

在其积分的构造定义中， XU /) 取值只能取小区间的左端点， 
否则得到其它的积分. 

伊藤随机积分某些性质(如线性性、区间可加性)与普通定积 
分相同，但大部分性质与普通定积分不同. 

若将伊藤积分中的 XG ) 改换成|>，6]上的连续函数 / G ) 时， 
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称 fV(i)dWOO 为/⑴关于 WU) 在 [a，6] 上的随机积分，是 

J a 

/⑴ W' ⑴在 [a，6] 上的均方积分.所以，也可以认为伊藤积分是 

在|>，6]上的特殊的均方积分. 

方法、技巧与典型例题分析 


例1设 u ⑴，斤 n 是一个维纳过程，讨论均方积分 y(«> 


X(t)dt 的存在性. 

0 

解这里可认为 /(o = i . 又知维纳过程的协方差函数 
C x (s,t)=-a 2 mm{sa }, 根据均方可积准则讨论二重积分 




产_ 


min{s^t}dsdt 


，ck + 


4/ 




2 


故知，对一切 W (有限），维纳过程在 [o， M ] 上均方可积，即 y( M ) 




r* 


X(t)dt 存在 • 

0 

例2求维纳过程的积分过程的均值函数、协方差函数和方 
差函数. 

解如图 5.1 所示，维纳过程的积分过 


程即 YU) 


E[Y(u)] 


X(Odi ，故均值函数 


£[X(0]di - 0. 




设则协方差函数 


r 1 


Cy(u^v) 




i/ 


o }cUck 


min{5,?}d5d^ + 



sdsdt 


图 53 



sds 


dt 


(3u — v). 
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若同样可得 

Cyiu^v ) = 



u ) , 


从而得 D [ Yiu ^= Cy { u 9 u )^ ja 2 u \ 

例3设 { X(i )[ a，6]，} 是一^正态过程，若 <XXi) 在 [a ， 6] 上 
均方可积， 证明： fxCOdf 是正态随机 变量. 

^ a 


证因为 


rb 


: -1 


X {t)dt = L i. mj] X{u k )(t 

k-0 


tfl 


71-1 


而 2X(W)(4 h — o = (X(u 1 )X(u 2 )-"X(m ? i )) 


Jfc=0 


o ， 


艺 1 — ^0 

h —h 


_ 




是正态向量的线性变换，所以 

n 1 

^X(u k )(t M — t k ) 

k=0 

是正态随机变量，故是正态随机变量. 

a 

例 4 设 { ； ^), 【 6[> ， 6]} 是一正态过程，若乂 (^) 在 [/ 1 ， 6 ]上 
均方可积，令 Y(0 = X(s)d5 ，证 明： {Y ⑴， [a，6]} 是正态随 

^ a 

机过程. 

证在区间 [ fl，6] 上任取匕，£ 2 ，…， f„， 对于 G 在 0，tj 上作分 
割，有 

…?) < … <4 卜心 ，^ = max 

1 

则 SX(u / a) )(5；i > 1 -5 / ) 是一正态随机变量•其中 
10 
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且 Y(t k ) = L l m^X{ui k) ) (5^ — 5 广〉 ）， k = 1 ， 2,… ， rz. 

△、一 ” =0 

由第一节例 6 知 ， {yuo , y (/ 2 ), …， > 是打维正态随机变量， 
故 { Y ⑴，是正态随机过程 


Y ⑴的均值函数 


m Y { t ) = E [ Y (^)] 




r E [ Y (5)] d 5 


a 


77Z x (5)d5. 


a 


B x (5,0- E {[ YU ) - m y (5)][ Y (£)- m y (£)]} 


E 


a 


rt 


_ X ( u ) — m x ( M)]dw [ X (^) — m x ( xO ] dz ; 


a 


_r 

C x { ufv ) dudv . 


U' 


a 


TJ 


T 


0 


例 5 设 U ⑴，是强度为 A 的泊松过程，令 M (丁) 
X ⑴士，求 EDVTCO ] 和 D [ M ( T )]. 




解因为 

B x ( s f t )= E [ X (5) X ( i )] = C x { s ^ t ) — X 2 st + X 2 st - \- X 2 st 


= Amin { s ,£} + A 2 5 t ， 

所以 E [ X 2 ⑴] = B x ( w )< oo ， SB x ( w ：^[0， r ] X [0， T：UJSI 
曼可积，并有 


E [ M ( T )] 


T , 


T 


ElX(t)^dt 


0 


T 


T 


A/dr 


AT 


mf 


0 


T 2 D [ M ( T )]- 

I 




~T 

o 



了 

Amin {5^} d 5 dt 


T , rT 


0 



++ J:C 


s 


0 


id 5 )di 


yAT 3 , 


故 D [ M ( T )]— i - AT . 

例 6 若 U ⑴，会 0} 是维纳过程的积分过程，求 E [ M ( T )] 
和 D [ M ( T )]. 

解因为 £[ X ( O ]=0, 
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Cov(X(5),X(0) 


a s 2 (3i — s) 9 t 〉 s 


a 2 1 2 (35 — f ) ， s tj 




所以 


E[M(T)] 


rT 


T‘ 


ElXU)^dt = 0 , 


0 


T'DEMCD] 




r 


r 


o J 


rT 


Cov(X(5)X(£))d5d^ 


0 


0 




0 6 


a 2 s 2 (3 i — s}ds 


dr 





T 


0 


丁 


a 


ty 2 1 2 (3s — i)ds 

_ T ^ 


dt 


20 


30 120 

a z T , 


^ p 5 ^6 ^6 - 

_i_ _i_I- J— 

^ 12 20 24 ^ 30 J 


即 D[M(T)]=^ ff 2 T 3 . 

例 7 设 X ⑴ =2 A 2 i ， 其中 A 是随机过程， E [ A 4 ]< oo , 求 

1 XU ) dt . 

J 0 

解因为 

R x ( s ，0 = E [ X ( s ) X ( t)J = K [4 A 4 s «] = 4 siE [ A 4 ] 

连续，所以 I " X ⑴ ck 存在. 若在定义中取叫 =j ( h 〗 + h ) ，则 

-n Ct 


n - 1 


n~l 


S）(—-«,)= J]2A 2 


p 


0 


Jb=0 




A 2 (? —0) — AY ， 


故 


rt 


XiOdt 




0 


2A z tdt ^ A 2 t\ 


o 


例 8 



设二阶矩过程 { X ⑴， K [ a ，6]} 在 1>，6] 上可微， 


& Y ⑴在|>，6]上均方连续，则对任意 K [ a ，6]， 有 
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X\s)ds = XU)-X(a). 


a 


证设 Y ⑴ 




' x / (5) d 5 ，则疒⑴^久⑴，有 




a 


X\t) = [X(0+c]% 


于是 


令 f = a ， 得 
故 

从而 


YU) = X(i)+c 




X\s)ds. 


a 


X(a)+c 


X\s)ds = 0, 




a 


c=-X(a). 


X(i)~X(a) 




' x / ( 5 ) d 5. 


a 


特别地，令 《 = 6, 即得 N-L 公式 

rb X\Odt = X(b)-X(a). 


a 


、b 


例 9 设 W ( r ) 是参数 / = 1 的维纳过程，求 W ⑴ dW ⑴. 


a 


、b 


解因为 Wit) 满足定理条件，存在唯一的 WU)dW (£). 对 


J 


a 


[a ， 6 ] 作分割 


a 




则和式 


? 。< 6 〈… <i t n = b ， A n = max(^ — t 卜 J ， 


n 


h = Swa w )[ wa A )- w (^)] 


k 


n 


S 冊 H) 師 卜 i) _ W(t k )2 


k 




-LWHt 0 )~ WUo WUi )~\~W 2 (t l )-WU l )wu 2 ) + 

+ W 2 (^ i )- W (^ 1 ) W (^)] 


• • • 


— j (i 0 ) + — W{t l )] 


2 


+\Lw( tl ) ~wu 2 )y + … + 去 [w(u _w(u] 


2 
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-^ w z ( t n 


n 


[W 2 ⑹ 一 W 2 ⑹] - [W(0 - WUh)] 2 _ 


k 


因此 


rb 


WU ) dWU ) 


a 


k 


=-^-[ W 2 (6) — W z ( a )] — lim 2 [ WC ^) — WCi ^)] 2 . 

2 L \^ n ^\ 

再来计算上式中的均方极限.令 AW ,- W (^) - 


t 


k 一 l 


，则在假设极限为 b - a 条件下，有 


n 


E{[^dAW k ) 2 -(b-ay 


2 


n 


E{2[(AW a ) 2 -A^]} 


2 


k 


n 


n 


E{S [AW^- AtJ+2^ [(AW^ - A^)(AW f 2 - Ar t )]} 


k 


k 尹 i 
k 9 i =\ 


n 


n 


- 从 ; T + 2 X ； LEiAWl - At k ) E ( AW z t - A ^)] 


k 


k^i 


n 




2 e {[ a ^- a /,] 2 } 


ife=l 


n 


2e[aWJ-2(AW,) 2 A^ + (AO 2 ] 


k = l 


n 


2 C3(A^) 2 — 2(A^) H~ (A^) 2 3 


k 


n 


n 


2^] ( AG ) 2 < = 2 A n {b — a ) 


4 — 0 




k 


n 


所以 


1 . i.m 2[ W ( G )- WUh)] 2 = b - a . 


k = i 


综合上述分析，得 
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rb 


WCt)dW(t) = 4r[W 2 (6) - W 2 (a)] - 4 (6 - a). 


a 


由此可知，伊藤积分与黎曼积分不同.对于黎曼积分，有 


/Cr)d/U) 


[/(6)-/(a)]. 


a 


同时，若函数取区间右端点的值，则和式 


n 


n 




n 


由 

知 


Jn~h = (“） 一 


2 


k 


L i- m (八 — l n ) = b — a y 

△ -™^0 


即知有两个不同的均方极限.所以，伊藤积分中函数只能在小区间 
左端点取值. 

例 10 设 ⑴， K (一 cxo , oo )} 是参数为 〆 的维纳过程，令 


X(r) 


e—) dW(u) ， r > 0 ， 式中 a 是不等于零的实数.求 XU) 

0 


的均值函数 m x ⑴和相关函数 R x {s,t). 
解因为是维纳过程，所以 

m x {t) = 0, 

R x (sa)=ElX(s)X(t)^ 


E 


s 


e 


a(j u) 


dW{u) 


rt 


o 




I 

e 


ait^v) 


dWM 




0 


a 


z 


s 


a(i—w) 


0 


duj 0 ^ 5 ^ 


u u 


a (j+0 j 

— e 


)]， 


特别地，有 


D[X(i)] = ^(e 


Zat 




2a 


1 ). 


例 11 设 { W ⑴， 


，〜 )} 是参数为 ff 2 的维纳过程，令 


Xit) 


j 


e 


ait 一 u) 


dW(u), 




00 < ^ < 00, 
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其中 a<0, 求X⑴的均值函数叫⑴和相关函数 R x (s, 0 . 


解因为 I" e— 2 “ ( Hck=-^<co ，所以， {XU)} 是二阶矩 

J —oo uti 

过程 ，m x (f) =0. 

相关函数 

R x (s,t)=^ ElXCs)X(t)^ 

- E[r e a< ^dW(w )[ e a( ^dW(u)' 

oo J ~-oo ■ 

rs 

=/ e a ( n *) e a ( h ) du , s^t 

J —Oa 

_ 1 Z a(i—s) 

=— 7 TC e * 
la 

由此可知 ， { XU ) ，圯 （一 CXD ， OO) } 是一个平 稳过程. 

第四节随机微分方程简介 


主要内容 

1. 考虑如下微分方 程组： 

\ ^^ = /,心，&(0，一，又(0)， 

、 X t (^ 0 ) = , f = 1，2,…，71， 

其中^。，足⑴都属于 H (二阶矩变量的全体，是一个线性空间）， 
所有的运算都是均方意义下的，若采用向量记号，可以写为 

= /(i,X(0), XU 0 ) =X 0 , ② 

其中 xa )=( x 1 a ), x 2 u ) ，… ，尤 (⑴， 

/~(/i ， /2 ， … ， /«) ， X 0 = iX UQ »X 2>0 ,••• ,X„, 0 ). 

2. 在方程 (2) 中，设/=7^氏— H n 连续，且 VGA . 如果 
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X ⑴：满足： 

(1) 在: r 上均方连续，⑵ XU Q )= X 0 , 

(3) /u，x ⑴)是 x ⑴在了上的均方导数，则称 x(r) 是方程 
组②的一个均方解. 

3. X(i) 是方程组②的一个均方解的充要条件是 


X(t) - X 0 +j /(^X(O)d^, t e T. 

4 . 若 /: TX H n ^ H n 满足李普希兹条件 

I /(n — /u ， y) I < ku)\ x-y| M , 

其中 Ki) 满足 p ⑴ ck < ⑺，则对任意，方程组②存在唯 

^ a 

一的均方解. 

5. 设一阶线性微分方程为 

| X\t) =a(t)XU)+Y{0, 

\ X(a) - X 0 , 


其中是普通连续函数， XU) 是具有二阶矩的随机变量， YU) 


是均方连续的二阶矩随机过程，则微分方程的解为 

，,，、 tl, P f[a(r)dr 

X(i) = X 0 e J + e J Y{s)ds. 

J a 

当 (2(0=6 为常数时，有 

X(t) == X 0 e 6 ( h) + 「 e Ht - s) Y(s)ds. 

其中关于 Y(s) 的积分皆为均方积分. 

6. 伊藤随机微分方程 

设 {WU)， 沒： T} 是布朗运动过程, c7 2 =l, 则 

j dXO) = /a 9 X(0)di-hg(t,X(t))(M(0 9 
1 X(t 0 ) =x 0 . 

若记 w ⑴的广义导数为 N(t), 则 JV(t) 为白噪声,则方程 

( x f u ) == / a , x (0) + ga , x (0) N ( i ), 

i xu Q ) = x 0 




* 


③ 


207 




可代替微分方程③.考虑伊藤积分方程 

= X 0 + j ' /( s , X (5» ds+f g ( s 9 X ( is )) dWCs ), ④ 

式④与式③可视为等 &的. 式中右边第2个积分是均方积分，第二 
个积分是伊藤积分. 

7. 伊藤方程解的唯一性.设 / a , x ) , gU i x)ae r , x 6 RS 
满足下列条件的实 函数： 

(1) 是二元连续的，且关于工是 t 的一致连 续的； 

(2) 增长 条件： | z ^^ 2 ( l + x 2 ) , 

I fUiJo ) \ Z <是 2 (1+工 2 )， I g ( tfjc ) | 2 <是 2 (1 十 J： 2 ); 

(3) 李普希兹条件： \ f { t , X l )~ f { t , X z )\< : k \ X 2 ~ X l \, 

I gCt,XO-gU,X 2 ) \^k I X 2 -X! I ； 

其中々是正数.如 X 。与 W T 独立，则伊藤方程③有唯一解. 

在上述条件下，伊藤方程的唯一解是马尔可夫过程. 

疑难解析 

1. 研究随机微分方程有什么意义，采用什么方法？ 

答 在许多科学技术领域中存在大量的随机微分方程问题, 
如随机干扰下的控制问题，通信技术中的滤波问题，生物技术中的 
数学模型与随机振动问题等.要解决与研究它们，就必须研究与求 
解随机微分方程. 

一 般从定性与定量两个方面来研究随机微分方程.定性是指 
研究解的存在性、唯一性、稳定性，定量是指研究求解过程的统计 
特性与求解方法. 

2. 伊藤随机微分方程有什么特点？为什么它的唯一解是马尔 
可夫过程？ 

答 因为伊藤随机微分方程是在随机过程 { WCOdGT } 是维 

纳-列维过程(布朗运动）、 ( t 2 = 1 及伊藤积分和微分的基础上考虑 
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的，其积分方程形式 ( 等价于微分方程）中含伊藤积分，即 

X ⑴ = X 0 + [' /(5,X(5))d5+ f g(s,X{s))6W{s). 

J/ o Jr o 

在满足解存在唯一性的条件下，对若 XU ) 已 
知，则 X ⑴与 X ( m ) f t 0 < u < s 独立.因为 

X(t) = Xis) + f/(z ； ,X(^))dt； + , 

J s J S 

即 X ⑴只与 X ( 5 ), { XM , s < vKt ), { AWM , 有关.而 

{ X ( iO 也只与 XG ) 和 { AWb ) 有关.又因 

X ( m ) = X 0 + f {v , Xiv)^dv -\- g { v 9 Xiv ))< iWCv ) , 

J t « t 

^0 0 

故知只与 X 。与有关.又由定 
理条件知 { AW ( I ；) , s « t } 与， { AVKI ；) ，匕 } 独立，这说 
明 XG ) 已知时, X ⑴， C > s 与 {△ W (0， f () < t <0 独立.所以，伊藤 
随机微分方程的唯一解是马尔可夫过程. 


方法、技巧与典型例题分析 


求解随机微分方程必须处理好求均方积分、伊藤积分，特别是 
微分方程组的情形.希望读者通过例题领会具体问题的求解方法. 
例1设有随机起点的自由落体运动方程 


6X(0 

dt 


gt 


> 0 , 


X ( 0 ) = x 0 , 


其中 X ⑴表示时刻 i 的物体位置， X 。是服从 JV (0， a 2 ) 的随机变 
量.求解微分方程并讨论解的概率特性. 


解对方程两边求均方积分，得 


X\s)ds 


0 


0 


gis)ds f 


解得 


X(t) 


X (0)- f -~ 


gt 


x Q + \gt 2 . 
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而 E [ X (0] = E [ X 0 ] + ^ E [^ 2 ] = 去 〆 ， 

C x ( sii ) = E ^ X ( s ) X ( t)J 一 jE ^ L « x (5) X ( f )] — £[ X ( s )^ x ( i )3 

+ y x ( s )" x G ) 

= e [( x 0 + j - gs 2 )( x 0 + \ gt z y 

~^ gs z E X 0 + 

W ■* 

+ 如 

— a 2 - {-~g 2 s z t 2 — ^g 2 s 2 t 2 - 士 gW + jgVt 2 = a , 

D [ X (0] = C x (“£) = a . 

因为对任意正整数 «^ i ^ 2 »-^ n eT , X (^), X (£ 2 ),-, 
x u „) 均是服从正态分布的随机变量，故解过程 u ⑴， f e t } 是一 
正态过程. 

例 2设随机微分方程为 

= Y (0, 

at 

X (0) = X 0 , 

其中 YG ) 是零均值的二阶矩过程，其协方差函数可积， X 。是二阶 
矩实随机变量，且 X 。与 y ⑴独立.求解微分方程并求 xg ) 的数 

字特征. 

解 对方程两边求均方积分，得 

X ’（ s)ds = Y ( s ) d 5» 

Jo J 0 

即 X ( t ) = X 0 + fV(5)d5 ? 

J 0 

故 E [ X ⑴] = E [ x 0 ] + f K[Y(5)]d5 = E ( X 0 )f 

Jo 

C x (s ， t) = E{[X(s) -E(X 0 )][Xa) -E(Xj]} 
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E 


E(X e ) + 


Y{u)du 


0 


X 0 -£(X 0 ) + 


YMdv 


0 


E{[Xo-E(X 0 )] 2 }+E 


rs n 


o 


Y(u) Y{v)dudv 


0 




rt 




o 


D [ X 。] + Cy ( u ^) dud , u , 


0 


rs 


D [ X (0] = C x (t,t) = D [ X 0 ]+ Cy{u,v)dudv. 


j 


0 


0 


例 3 设有兰格文 ( Lan 狀 vin ) 方程 


dXU) =-kX(t)dt^r—dWU), 

m 

求方程的解过程. 

解将方程改写为 

AX =— kXU)At + + AO - W ⑴]丄 + 0 (^) ， 

m 


式中 A =// m >0， W ⑴是维纳-爱因斯坦过程，设 m = l . 因为 

£ ： [W(^+A^)-W(?)]=0, £{[W(i+A£)} =2DAf , 

所以对上式两边取条件期望，可得 

E[AX | X { t ) = =— kyAt + oiAt ) , 

£[( AX ) 2 I X (0 = = k z y 2 + 2 D^t -f o ( At ) ， 

故有 lim 1 Xit ) — y ~] ~~ ky ^ 

lim ^ E [( AX ) 2 I X (/) = ^] = 2D. 

所以，解过程是一个扩散过程，偏移系数 = — A ： y ， 扩散系数 
6 U ，>0 = 2 D , 从而它又是一个奥恩斯坦-沃伦培克过程，有 
均值函数 mU )— 0 , 

协方差函数 Cov ( X (5), X (0)=~ e ~ i<i_，) . 

若用 y ( o 表示质点在时刻 z 的位置(久(〖)表示质点在时刻 t 
的速度），则有 
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例 4 设随机微分方程为 

\ <2〆 ⑴ +a 0 XU) = Y ⑴， t^O, 

\ X(0) = 0, 

其中 q ， a 。 是常数， Y ⑴是均值为零的均方连续的二阶矩过程.求 
解的均值函数和协方差函数. 

解可以直接对方程两边求期望，得 

^E[X(O]+a 0 E[X(O] = K[y(/)], 

、 E [ X (0)] = 0, 

解均值函数 E [ X ⑴ ] 的一阶线性微分方程，得 

£[ X (0] = ce - a °"\ 

代入初始条件 E[X(0)] = 0, 得 

c =0=^> E [ X ( i )] = 0. 

为了求得协方差函数，需先求解过程 XG ) 与 YU ) 的互协方 
差函数.为此，对微分方程两边同乘以穴万，再求期望，得 
a.EiX'Cs) YO)] + a 0 E[X(s) YO)] = E[Y(s) Y(0]. 

对初始条件两边同乘以 roy ， 再求期望，得 

E[X(0) YO)] = 0^(0, 0 =0. 

于是，有新的微分方程 



d\ (5 ^ +<2oC ； ^yCs ， t) 

ds 

Cxy (0“） =0， 



解此方程即可求出 CuGW 
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对微分方程式取共轭后乘以 x ( s )， 求期望，得 


^ECX^OXC.Ol + aoEC^^XG)] = YMX(5) # 
对初始条件两边同乘以 XG )， 求期望，得方程组 


a 


d 

1 Tt 


Cx +“oCx(5，£) = Cxy(5 ， Z )， 


L C x G ， 0) = 0 ， 

将前面解得的 c # g d 代入此方程组，即可解得 ( s ， o . 

例 5 尺 C 积分电路的输出电压 YW 与输人电压 X ⑴的关系 
由方程 


a e 


^1 


Tl ，已知 


Y ， ⑴ +aY ⑴ =aX{0 

描述.其中 X ⑴的均值 m x ( O =0, 相关函数 i ? x ( r ) = 

初始条件 Y (0)=0. 求输出电压 Y ⑴及其均值函数 m y (0 和相关 
函数私(^). 

解解一阶线性微分方程，得 


YU) = a 


XG ) e" a ㈣ 士，0 0, 




0 


故 


m Y { t ) = E [ Y ( f )] = a 




-aC^-s) 


£[X(s)]e ^ H ， 


0 


= a K X(i/)e ais ~^ du X(v)e~ u(t ^ v) dv 


0 


0 


a 




oJ 0 


/ 、 -nafi+ZJ+aCti-ht/) i | 

Kx Vu_ v)e duav 


a 




e 


一多 ' 


— aCH-f)-ha(w-Hu) I 1 

e auav 


oJ 0 


aa 


z 


a 


[>e 




n — a ( 卜 J ) , ( L 。、 

j5e + (a+/9)e 


a e 




ae 


—(at 十决 ) 


] ， ^ ^ i , 


故 Ry ( s , t ) 


aa 


2 


a 


|>e 


―芦 I f—5 


A 1 丨卜幻 I / 1 n \ 出〉 

pe +U+/3)e 


狀一 (㈣ ie— 鄉〉 


]_ 
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例 6 解随机微分方程组 


( 



一 2 cr 

-x'uy 



1 



-1 1 - 

-X 2 (0- 

卞 

1 

不 ⑴- 


{ Xi (0) — X 2 (0) = 0? 


t>0. 


其中⑴， y 2 U )， i >0} 是已知的二阶矩过程. 

解先解矩阵方程，此时 x (0 为 2 X 2 矩阵 

— 2X n (t,s) y t^> X xl (s ， 5) = 1 ， 

X 12 (t ， S) 2Xi2 Ct ^ S^) j t S 9 s ， s) 0 ， 

X 2 i / (t^s) = X u (t^s) X Z iit^s) Sj X 21 (5 ， s) = 0, 

X 2 2 it ^s) = X 12 (^s) + X 22 (t^s) jt > 5, X 2 2 (SfS) = 1, 

可以解得，当时，有 

X n (tjs) = e 2(r 5) i X u itjs) = 0, 


XziitjS) 




rt 


it — u) 2(«—j) I 20 — s) (t — s) v / \ (V—j) 

e e du = e — e ， A 22 \t^s) — e 


s 


从而，得微分方程组的解为 


X . U ) 


e^Y.Cs^ds, 


0 


X 2 a> = [e 2( h) — e (h) ] Yl ⑴ + e < ^ ) y 2 (5)}d5. 

Jo 

例 7 随机微分方程为 

^(0 + 2X\0+ 2X(0 = Wit). 

(1) 设 U ⑴，分 0} 是方程在 [0， co ) 上满足初始条件 x (0)= 
0， X '(0) = 1 的解，求 X ( i ) 的分布函数.其中£是使 m x U ) = 
£ t ； C ⑴: HO 的最小正值. 

(2) 设{ X 。⑴， i 6(— oo , oo )> 是方程的平稳过程解，求 X 。⑴ 
与欠。(0)不相关的最小正值^ 

解 （1) 因为 ¥ — ^2。<2 2 = —4<0,所以 


cp^it) = e at (cosj3t — 貪 sin^f ) = e _t (cos’ + sin/) » 
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<p 2 (t) = —e at sinpt = e- f sinf ， 
hit) = —<p 2 U) — e _/ sint , / > 0 ， 

故方程满足初始条件 X(0)=0，X'(0) = 1 的解 U(t)，0O} 的均 
值函数是 

m x {t) = E[X(0] = e~^ sint f 

方差函数是 

D x (/) = a e~ 2i sin 2 sds 


2 

= 专[1 + e— 21 (cos2i — sin2^ — 2)]* 


从而使⑴ = 0 的最小正数是 t — K . X ⑴服从正态分布，所以 

X(tt) 〜 N[0 ， f(l- e - 2 ” _ . 


(2) 方程的平稳过程解又。(0的相关函数是 


W 卜 i^ (U|)= ^'(cosUI+smUl), 

所以，X。⑴与& (0)不相关的最小正值户3兀/4. 


注意题 (1) 中 a = — 2~~ 1 ^ 0^2 ~ o .\. 

例8设有随机微分方程 

X // (0+3 X / (0+2 X ( i ) = W ， U )， 

求在 [0, oo ) 上满足初始条件 X (0)= Cl ， X '(0)= c 2 的解. 
解因为 4 — 4%七=1>0,所以 

<p x (t) = 2e~ ! — e ~ Zt , <pz{t) — e -t — e ~ 2t , 


h(0 = e _, - e~ 2( , t^O, 

故方程满足初始条件 X(0)= Cl ，: T(0)=c 2 的解是 

( ie l - e~ 21 )+ c 2 (e _, - e~ 2t ) 



^ 0 


( e 如) 


— e 一 D ) dW ( s ) 


215 




pq+q-J^eWCdcb) 


e 


+ 2 ( 「 e Zs W{s)ds-c,-c 2 ) e-' 
V J o ’ 


例 9 已知伊藤随机微分方程 


dX(0 =- jX{t)dt + XU)dW(t) , 
X(0) = 1， 


求解过程 XU ). 


解取 /(Md = lnx ， 则依扩散过程的导数式有 

a/a,x(0)= [xfe) ( _ i ) X(0 - i Yti) XZ (0 



XU) 

X(t) 


dW ⑴， 


所以 d(lnX(0) =-dt + dWU). 

由此得出 inX ( i ) 

X ( t ) — exp{ — f + WXf )}. 

错误的做 法是: 用普通的积分法则将 W ( r ) 看做普通函数，从而得 
到错误的结果 X ( i )= exp | — J . 

通过本节的学习，我们应牢牢记住的是随机微分方程的解也 
是随机过程(所以称之为解过程），而不是一个特解或者通解.在分 
析和求解中时时注意，就不会出现错误. 
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第六章平稳过程 


第一节平稳过程与协方差函数的性质 


主要内容 

一 、严平稳过程及其数字特征 

1. 设随机过程⑴， teT } 的一切有限维分布函数 
F ( x 1 ，: r 2 ，…， j： n W 2 ，…， 4 ) 当点 h ， £ 2,…， L 沿时间轴作任意平 
移时都不改变，即对任意自然数 n ， 任意^，^，…， L 6 7%任意实数 
r ， 当 G + rA + r ， …，了时，都有 

F(xj , x z ，…，工”；^ + r “ 2 + r , …， + r ) 

= F ( xi ， X 2 ，…，工„ “2，… ， f „) ， 

则称 U ⑴， f 了}为严格平稳过程,简称严平稳过程. 

若 { XCO ， tGT } 的概率密度函数存在，则严平稳过程条件等 

价于 

fCx 1 ， x 2 ，…，工”；6 + r ，? 2 + r ， …+ r ) 

=/(々 ， x 2 , …，工„“”£ 2 ，•••“"）• 

2. 严平稳过程的数字特征若的概率密度函数 
为 /iUi V + e ) ，令 e =— q ，则 

™oo 

(1) 均值函数 m x (0 - E[X(/)] - x.fix, jO)^. 

J ― oo 

( 2 ) 均方值函数 4(，）= E[x 2 ( 0 ] = r 

J — oo 
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(3) 方差函数 D[X(0] = E[X(0 —m x ⑴] 

*oo 

= (*2^i 饥 x) y\( 工 i;o)• 

J — oo 

即均值函数、均方值函数与方差函数皆为常数. 

(4) 相关函数设有 

fzioc Y ， J：2 )-/^1 ，工 2 +e ，， 2+e ) ， 

令£=— e=/ 2 —Q， 则 

f 2 (^\ ^zfti ,f 2 ) = f 2 ix x jx z ;0 ， r) = , 2 ( 工 1 ， x 2 ， r ) ， 

R x (t 1 ,r 2 )=E[X(r 1 )X(i 2 )] 

f*oo 广 oo 

= XxXzf^ixi ^ x 2 ir ) dx 1 dx 2 = R \^ » 

J — oo J — oo 

即相关函数是单变量 r 的函数，仅与 r 的长度有关. 

(5) 协方差函数 

C x (^ “2)= E[X(^) — m x ][X(i 2 ) —rn x ~\ 

— E[X(^)(^ 2 )] — mx —尺; c(r) —rn x = C x (r). 

二、宽平稳过程 

1. 设 x T ={xco^e 了}是一个复值二阶矩过程，若 x T 满足 
以下 条件： 

(1) m x (i)=£[X ⑴ ]=m x (常数）， 

(2) C x (s,0=E[X(5)~mJ[Xa)-m x ]=C x (5-0, 

即协方差函数只与0有关，则称 X T 为宽平稳过程，简称平稳 
过程. 

条件 (2) 也可以写成 

E[| XU) | 2 ]=H[X(OXO)]<oo, 

且 E[X(OX(^+r)]=i? x (r). 

2. 设{X⑴， K 了}， {Y ⑴了}是两个平稳过程，若互相关 

函数 

Rxydta^r) =E[X(£) yoTT)], 
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+ = E[Y(0 X(f + r)3 



仅是 r 的函数，则称 X (£) 与 YG ) 是平稳相关的，也称 XU ) , Y (0 
为联合平稳随机过程.即互相关函数为 

Rxyita + r) - E[X(0 Y(i + r)] = Rxy(r), 

RYxita + T) - E[Y(t) Xlt +7)] = Ryx ( r ), 

互协方差函数为 

+ £{[ X (0 - m x ][ Y(i + r ) - m Y ]} 

= Rxy Cr) — m x m Y y 

C ^ a ^ + r )- E {[ Y (0 - m y ][xa + r ) - m x ]> 

=Ryx Cr) — m Y m x , 

若将 £+ r 写成 s ， 则 r = s ~ t . 

3 .协方差函数与相关函数的性质设是平稳过 
程， i ? x ( r ) 是相关函数， C x ( tt ) 是协方差函数，有 

(1) 只 x (0)>0， C x (0)^0； 

R x (-t)=R x (t), C x (-r)=C x (r); 

|i? x (r)| <R X (0 ) ， |C x (r)| <C X (0) • 

(2) 尺 x ( r ) 与 C x ( r ) 是非负定的. 

(3) 若叫是叉⑴的均值，则 |/4 I < R x (0). 

(4) 若( — oo , oo )} 是具有零均值的平稳过程， 
A ( r ) = E [ XG ) 爾]是相关函数，则 U ⑴， K ( — oo ， oo )} 为夕 
(正整数)次均方可微的充分条件是 i ? x ( r ) 在 r =0 处次可微且 
连续，有 i ^( r ) 处处次可微，且 

E [ X (r) ( 5 ) X < q ) (0]= (- D ^^ Cr ), 

其中 t — t — s t 0 ^ r^ 

(5) 若 { X ( t )，7^ T } 是均方可微的实平稳过程，则 

£[X ⑴ X ，⑴ ]=0 ， 

即 X ⑴与互不相关. 

(6) 若平稳过程{ X ⑴，满足 X ( z )= X ( i + L )， 则称之 
为周期平稳过程， L 为过程的周期，它的相关函数也是周期函数, 
且与平稳过程的周期相同.即 
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RxM — R^(r + L ). 

(7) 若平稳过程 U ⑴，吃 （~ oo , od ) } 当 | r |— ^ 时， X ⑴与 
XU + r ) 相互独立，则有 limC x ( r )=0. 

l r |-^oa 

(8) 若有平稳过程 U ⑴， f G T} 和 { Y ⑴， 1 6 了>， (— oo ， 
oo ) 平稳相关，则 

尺 xy ( r ) 二 i ? xv ^ — r ) ， Cxy ( r ) = Cyx ( ― r ) ; 
l^xy(r)| 2 <K x (0)i? r (0), IC^Cr)! 2 <^(0)<^(0) ? 

I 〜 (r) 1 < +[ 心 (0) +i^(0 )]， 


I C 灯 (r) 1 < j[C x (0) +Q(0)] = |(4+4). 

4 . 设 J ?( r ) 是平稳过程 U ⑴， KR } 的相关函数，则下列命题 
等价： 

(1) X T 在 T = R 中均方连续， （2) X t 在 f =0点均方连续， 
(3) 尺 ( r ) 在 R 上连续， （4) i ?( r ) 在 r =0 点连续. 

5. 设是零均值的均方连续平稳过程， / U ) 是分 

段连续函数，则在任何有限区间上均方积分 f / U ) X (0 存在，且 

« a 

对任一分段连续函数 g ( t ) 和 ye h , 有 

Cov(jV(0X(0dt, |V(s)X(s)d5) 

= RCt — s)f(t) g(s)dsdt $ 

J a 


E 


noxiodt • y 


/(£)E[X(0Y]d^ 


疑难解析 


1 . 怎样理解平稳过程？ 

答 一 般来说，当产生随机现象的一切主要条件可看做不随 
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时间的改变而改变时，可以把由此形成的随机过程看做是平稳的. 
科学技术中的许多过程都是平稳的. 

如果在平稳过程定义中，平稳条件不是对任意 n 满足而是只 
对是满足，即对任意选择的 G 了和任意的 r 值，有 

，工2，."，工*;广1 …， h ) 


= F ( x 1 ， x 2 ，…，工 4 ;匕 + r “ 2 + r， …， G + r )， 

而当 Ok 时条件不再满足，则 X ⑴被称为是级平稳随机过程. 
对严平稳过程或二级平稳过程，若它又是二阶矩过程，则 


E [ X (0] 


roo 






xdF x Cx；0 = 


xdF x ( x ) = m x (常数）， 

—oo 


Rx、h “ 2 )= E [ X ( i 1 ) X ( f 2 )] — JJ j ：! j : 2 dF x ( j ：! , x 2 » f 2 ) 

= — ) = <Rx(r). 

2. 为什么要研究平稳过程的相关函数？ 

答平稳过程是二阶矩过程的一个子类, XU ) 是 H 空间（即 
希尔伯特 （ Hilbert ) 空间）中单参数的一条曲线， — = 
£：[ X ⑴ X ( 0 ] 即内积 [ X ( 0 ， X ⑴]只是 ( f — s ) 的函数，其几何意义 
是 :若把 X ⑴看做三维欧拉空间的一个向量，则 X ⑴是平稳过程 
指的是曲线上任意两点所对应的向量 XG ) 与 X ( 0 之间的内积只 
依赖于 ( S — f ). 这时，曲线 X ( t ) , — 00OC00 是一个大圆.因为 

[X(s) ,X(£)]~[X(s) 9 X(s')^}—R x C0)~c 

为常数，则 x ⑴的端点都在以原点为中心、半径为 V ?的球面上.若 
增加适当的条件,可以证明曲线 x ( o 正好是球面上的大圆. 

相关函数的物理意义可以这样理 解:在 固定位置观察光的干 
涉现象时，光的波函数的平均辐射强度是 
£[X?(i)] = E[X 2 (0] -f E[x 2 (i - r)] + 2E[_X{i)X{t - r)]. 

设其统计特性对时间推移保持不变,是一平稳过程，则有 

£[Xj(f)] = (0)+jR x (r)] ， JRx(r) — jE[]X(i)X(f — r)]. 

相关函数 (!•) 给出随机现象的干涉条纹形状. 


221 



由平稳过程定义可知，相关函数的研究可以解决许多应用问 
题，特别是正态平稳过程的情形. 

方法、技巧与典型例题分析 

第一类问题是确定问题是否为平稳过程，是严的还是宽的，是 
复值的还是实值的，是正态的还是非正态的，要由定义出发认真讨 
论;第二类问题是在确定平稳随机过程的同时，计算过程的数字特 
征，这要求读者熟练掌握概率论的知识(特别是数学期望的知识) 
和级数的 技巧; 第三类问题是证明题，要认真理解题意，运用已知 
条件，逐步求证分析，有一定难度. 

例1设 { A n ，是互不相关的实随 
机变量序列，且 

E[A n ] = £[B n ] = 0, E[A n B TO ] = 0,1^ m ， n< N ， 

£[A„A m ] = = S m er Z „, m,n = 1 ， 2 ， ." ， N. 

又设 ，⑴ 2 ，…，⑴ N 是任意正数， 证明： 

N 

X ( t ) = 2 [ A„cos ot) n t + B n sin a ) n t ], _ oo < £ < oo 

是平稳过程 . B 

证因为 £[ X ( O ] = 0, 

N 

£[X(0X(s)]= 2d[cosa^cosa^ + sin co n t sinoj n 5] 

n=i 

N 

文 ■, 1 _ _ 

= Xc ^ COS [ a^(i — 5)] 

?! = 1 

符合平稳过程定义条件，所以 { Xit ), - oo <^< oo } 是平稳过程 • 

例2设热噪声的取样观察值为 U ⑴， i =0，± l ， 士2 〆 "}, 
X ⑴是一实随机序列，且有下列性质:⑴ X ( t ) 相互 独立; （2) XU ) 
〜 AT (0， ff 2 ) 分布.求其均值与相关函数. 

解 m x ( i )= E [ X ( r )]=0. 
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D[X ⑴]=/， 

E[X(i + r)X(0] -0 (由相互独立知）， r^O, 

E[X(£)X(0] = a 2 ? 


故 



r = 0, 

r 关 0. 


由于相关函数只与 r 有关而与 r 无关，且均值为常数，所以 X ⑴是 
一 平稳随机序列，且为实平稳序列. 


例3设有正弦波过程；^)=八(^(0^+0)，其中振幅义、角 


频率 o> 是常数，相位0是在 [~7r，7r] 上服从均匀分布的随机变量， 
求X⑴的均值与相关函数，确定 u(r ) 了}是平稳过程. 

解因为 


m x (0- E [ X (0] 




7 T 


AcosCco ^ +0) 

Ztt 


A 


siniwt + 0) 


i ? x (^ 1 ^ 2 )= E [ xa 1 ) xa 2 >] 


= 0, 

— 7 t 


m n 

J —XC 


A 2 cosicoti + 6) COS (cot 2 +沒） 

^7 T 


-^- A 2 cosa>(^i — 




4! 


cos ⑴ r 



所以，尺 x ( h ，匕） 与 h 无关，只与 r ~ t x — t z 有关. 

从而知 U ⑴， 6 [ —K ， 7t] } 是宽平稳过程 • 

例 4( 滑动平均）设{义(72),71==0,±1，士2，".}是标准不相 
关序列，即 E[X(K)] = 0,E[X(w)X(m)]==0 ? m7^«»E[ | X(n) | 2 ] 
=1，证明： 


YCn^) — a 0 X{n) + — 1) + …+ a i (n — 

是平稳序列，其中如，〜，•••，+是复数序列. 

证因为 E[Y( t 2)] = 0, 


E[Y (n + m) Y («)] = £■[^ a k X{n-\-m — k) ^ <2,X ( n _ 0 J 

k=0 1=0 
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s s 

= 2 2 + m- k)X{n - 0 ] 

i=0 k =^0 

= 2 a k-m ^ 

0< Jb <5 

所以 ，八 的均值为常数，相关函数只与 m 有关而与《无关，故\ 
也是平稳随机序列. 

例5 设 X„，n = l ，2, …为一列随机变量， £[ X „] = 0, 

£：[^]=0，乂#是，£：[^]=£[|&| 2 ]=匕>0，设有{；^}，走= 

oo 

1，2,…是两两互不相等的实数列，且 2] E [| & | 2 ]< oo , 证明： 

k=\ 

YU ) = 是平稳随机 过程. 

t=l 

解因为 F [ ya >]= o , 

ElY(t + r ) 7(0] 

= E [ 2 X t e iA * (ffr> X , e HV _ 

k=l 1 = 1 

- E [ f ； f ] x t X l . e jAi ( ^ ) e HV ； 

k=l i=l 

= ES ^ ra > iV ^ e ~ iv - 

所以，相关函数是时 i 司^ ^ •的函数，即 

'!> 〆 ，，#0， 

i ^ x ( r ) - V =1 

2匕， r = 0 ， 

、 i=l 

从而是一平稳随机过程.其中代表谐波分量 X A e iv 的功率 
的平均值. 

例 6( 随机相位过程）设 SG ) 是一周期为 L 的函数是在 
[0， L ] 上均匀分布的随机变量，称 X ⑴ = S ( i +0 是随机相位周期 
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过程，讨论其是否为平稳过程. 
解因为 


£ ： [x(o]=E[sa+ 9 )] = -rsu + <p)d<p 

J 0 


rL 


u 


t ~) r<p 


H-L 




L 


S(w)du 


L , 


rl 


S(u)dx/ + 


lJ 


r 


H-L 


S { u)du 


L 


L 


h ； 


L 


L i r/+L 

S(u)dw + 了 S(w — Ddw (令 w _ L 

t LJ i 

S ( u)du + 

t < 




v ) 


Siv ) dv 


rL 


L 


S ( u)du = 常数， 


0 


i ? x ( 艺，尤 + r ) 


_乙 


E[xa>xa+r)] = ^-j^sa+^sa+r+^d^ 


rH~L 


S(u)S(u + r) du 


r 


+ 




r 


L 


S(w)S(u + r) du 


r 




S (w)S(tt "h r)di/ y- 

.L# J ( ， 


2 +t 


S(m _ L ) S(u 一 L 4~ r )du 


L 


rt 


SCv ) S { v -\- r)du 


o 


rb 


r. 


S(w)S(w + r)dM — J? x (r) ， 


0 


所以，随机相位过程是平稳过程. 

从以上例题可以看出,在求均值函数与相关函数时，在连续函 
数情形时，计算中要注意利用分段求积、周期函数、变量代换等积 
分技巧. 


225 




例 7 设{乂(0 ，【€(-°0，°0)}是一个零均值的平稳过程，且 
不恒等于一个随机变量，问 X ⑴ + X (0)，6( — CXD ， OQ ) 是否仍是 
平稳过程. 

解 由题设知 £[ x ⑴] =0， i ^( n + r ) =&(!■). 

设 y ( o = xa )4- x ( o ), 

则 E [ Y ⑴]= E [ X ( O ] + £[ X (0)] = X (0), 

l ? y(^i + r )= £{[ X (0 + X (0)][ X(f + r ) + X (0)]} 

=ElXdOXU - hr )] + E [ X (0) X(r + r )] 

+ £[ X ( OX (0)] + E [ X (0) X (0)] 

= i ^( r ) + X (0) { E[Xa + r )] + E [ X (0]} 

+ X 2 (0), 

所以， YG )= X ( i )+ X (0) 不是平稳过程. 

例8 复随机过程 Z ( r ) - XCO + jYCO,^ 1 E [ Z (0] = 
£ C %)]+ j £[ Y (0]= m 2 S 复常数，相关函数 £[说) Z ( H ~ r )]= jR 2 ( r ) 
是只与 r 有关的复值函数，则称 Z ⑴是复平稳过程. 

设4 (&=1，2,…， 71) 是72个实随机变量，叫(々==1，2,…， 72) 是 
«个实常数 .问: A * 以及各 A * 之间应满足什么条件才能使 2( f ) 

= EAe ht 是一个复平稳过程？ 

k = l 

解 因为 

m z Q ) = £[ Z (0] = - 

k=i i—1 

可知当且仅当 E ( A *)=0 时, m z ⑴才与 f 无关.又 

R z ( ta -\- z )= E [ ZU ) 2 (t + r )] 

= E[2 2 A r e Hw - (,+r) " 

是 =1 r= 1 

n n 
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当且仅当=时，有 


n 

- R ^( r ) — 1 %、 

k^i 

知此时私 （ r ) 与 r 无关.所以， Z ⑴为复平稳过程的条件是 

E \^ A k ^\ = 0，々=1，2 ,…，打； 

E\_A k A t ~] ― V k * 々 I' k，l = \ ， 2 、 … ， n, 

lo， k 芊 u 

例 9 设 {X ⑴ dGT} 是一均方可微的实宽平稳过程，令 Y(() 
=^X(0 丁. 证明： (YCO^e T} 是实宽平稳过程. 

证因为 £[y(t) ]- ECx 7 ( o] ^ - J - o . 

j^(w+r)= f：cy(oya+r)] = E[y(^>ya 2 )] 

= Elx f Ct ,) Ct 2 n = J ^ R 办 — t 、) 

= 4 尺 x'(G — (l) =— Rx / ^ h — h '> = —尺 x"(r)， 

所以，依定义条件 ,{y(0,£6T} 是实宽平稳过程. 

例 10 ( 随机电报信号过程）设随机过程 {X<U)dG[0,oo)}， 
X(O = X(0)(-l ) NW ， 其中 P{X(0) = 1}= 尸 {X(0) = — 1} = 1/2, 
{N ⑴，吃 [0,oo)> 是泊松过程，且 NU) 与 X(0) 相互独立，证明 
U ⑴，斤 [0 ， oo) } 是平稳过程. 

证由题设 PU ⑴ = l }= P { X (0 = — l } = l /2， 

故 E[X(O]=0. 

R x Ct,t + t)- E[X(f)Xa + r)] (r>0) 

= p { xct ) xit + r ) = i }- p { xa ) xa + r ) =- i } 
= P{NM = 偶数 } -F{N(r) = 奇数 } 


oo 

=E 



( Ar ) 2 \^ 

(2 石）！ e 


V ( Ar) 2m 

白 ( 2 k + l )\ 
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_ V 1 (Ar) _ —2Ar 

- e Zj k \ — e ， 

*=0 K ； 

当 zCO 时有类似结果，即应有 

K x O，r + r) = e _2Alr! . 

故知 { X(£) ， f 6 [0 ， oo ) } 是宽平稳过程. 

注意应很好去体会相关函数等式中为什么有第二个和第三 
个等号成立. 

例11有一维游走过程 I ，其中 Y 。= 0， Y n =文;足， 足是 

分布列为 P { X i ^- l }=- q = l - p 9 P { X i = l }= p 的随机变量，且 
各足相互独立 •求 P { Y n = m ) ，£[ YJ ， JD [乂]，并讨论当 p > q 时 
是否平稳. 

解由特征函数定义，有 

<p x iv) — £^[6^- ]= p^ v J rq^~ IV , i == l ， 2"“ ， n. 

i 

又因 I = Ex t . ，所以 

n 

<Py ( t 0= { p ^+ qe^r - ^^ nP n ~ V^ k)v ^ kv 

n k =0 


n 




(Tt — 2fc)x/ 




=0 


依定义 


<Py (v) = J^P{Y n =mW 

n 一 


故 P{Y n =n~2k} = 

7H — 71 — 2 是，即冬辱 


n\ 


P 『 V ， ㈣ ，1， 


(n—k)\ k\ 


n. 


D/\/ — —\ ^ ! 人 (TT+7rt)/2 一 (”—m>/2 

PiYn ~ m} - [(n — m )/2 ]![( W + m )/2]! 夕 q 


m 


n ， — n + 2, •••，rz 


n 


n 


E[Y n ^ = (— i)9] = n{p — q\ 




又因 ^[X^] = l z />+( —l) 2 g=^+<?=l, 

故 D[X 1 .]=E[Xn-{F[X t .]} 2 = l-(p- 9 ) 2 , 

D[Y n ]=n 2 [l-(/>- 9 ) 2 ]. 

当夕 >g 时，因为 l 的均值与方差都有随 n 线性增加的趋势， 
所以 Y„ 是非平稳的. 


例12给定一个随机变量0，其特征函数为 pb)， 另给定常 
数0；，构造一个随机过程 X(O=cos(^+0) ，证 明： 当且仅当 9(1) 
=^(2)=0 时， XU) 是宽平稳过程 . 


证因为均值函数 


m x { i )— E[cos {cot + ©) 一 


= E^cos0]coscot — ^[sin^^sm^ ^ 

显然，当且仅当 ? a)=ECcos©]+j[sin©]=0 B 寸， m x ⑴才与 r 无 
关.又相关函数 

+ E{cos[_a)U-\-r) +©]cos iwt +0) } 

=+£[coscyr + cos(2a^+cur + 2@)] 




cosa>r 



cos2@]cos(2a>i +<wr) 


— sin2sin (2cof + ⑴ r) ， 

显然，当且仅当 93( 2 )=£[cos 2 @]+j£[sin 2 @]=0, 即有 E[cos2®] = 
0，E[sin2@]=0 时，&(£+7：，0与 t 无关，仅与 r 有关. 

因而，当且仅当9(1)=<?>(2)^0时, X(i) 是一个宽平稳过程. 
例12与例3极其相似，讨论的是同一个问题 （{X(0} 是平稳 
过程），但两者从不同角度出发.读者应逐步掌握从不同角度讨论 
一个问题的能力. 

例13设随机过程由下述三个样本 函数： XU， & ) = 1， 
X ()-= sini ， XG ， e 3 ) = cost 组成，且等概率发生. 

(1) 求均值 m x 0) 与相关函数 R ^ t , 山）； 
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( 2 ) 讨论 U ⑴， f T } 是否为平稳过程. 

解 （ 1) m x (r)=E[X(i)] = 4-[l + sin/+cosi] , 


JRx^l [[x (尤 1 ) 叉 ( 广 2 )] 



• 1 + 


sinti sinr 2 + — cosij cost 2 


=~(l + cosr ), z — h — t z . 

(2) 显然，均值 m x U ) 与 f 有关，所以不是平稳过程 • 

例14设有随机过程 Z (0 = Xsim + Ycosf ，其中 X 和 Y 是相 
互独立的随机变量，它们都分别以2/3和 I / 3 的概率取值 _1 和 
2 ，求 Z ⑴的均值函数与自相关函数，并讨论 Z (0 的平 稳性. 

解 m z { t ) = £[ Xsini+YcosO = sin £+ E[Y ] cosf =0, 
Rziti , t 2 ) — jECCXsinfi + ycos ^)( Xsini 2 + Ycos £ 2 )] 

— ECX ^ sin ^ sinf 2 + E [ XY ] ( sin ^ cos£ 2 + cosf ! sint 2 ) 

+ E [ Y 2 ]cosq cosr 2 . 

因为 E [ X 2 ]= E [ Y z ]=2 ， E[xy] = E [ X ] E [ Y ]= 0 , 

所以 = 2 cos(h — tz ) — 2 cos I r |. 

从而，可以确定是宽平稳过程.又因为 
£{[ Z (0] 3 }= E[(Xsin i + YcosO 3 ] 

- E [ X 3 ] sin 3 f + 3 E [ X 2 Y ] sin 2 tcost 
+ 3 K [ Xy 2 ] sinfcos z f + E [ Y 3 ] cos 3 t , 

而 E[X 3 3=-E[Y 3 ] = (-1) 3 • 吾 +2 3 • 

e [ x 2 y ]= e [ x 2 ]£[y]=0, e [ xy 2 ]= o , 

所以 £{[Z ⑴] 3 }=2( sin 3 r + cos 3 t ). 

可见，其三阶矩与 f 有关，不是严平稳 过程. 

例15 证明: 当且仅当 U 与 V 是不相关的随机变量，并且均值 
都为零、方差相等时，过程 X ( r ) = Ucosa } t - hVsiiuot 是宽平稳 过程. 
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证充分性设 U 和 V 是满足条件的随机变量，则 
m x a)= ElXU)! = EZUcoswt +Vsin^] 

=E[LT]cos^ + E[V]sin^ = 0, 

R x (t -)- r»i) 

= E{[Ucoscoit + r) + VsinaiCi + r)][l/coswf 4-Vsin<wf3} 

~ E{U 2 cosco U t) coswt + V 2 sina ； {t + r) sintyf} 

-b E{ [UV]Ccosa> it H~ r)sina>f H - sin(i +r)cosa>f]} 

= a 2 coscot (a = D[U] = D[V]). 

所以，满足定义条件， x(0 是宽平稳过程 . 

必要性设 XU) 是宽平稳过程，若 

E[LT]=m l/ , £[V]=m v » 

贝 ！ I ~ m u cosa)t +m v sinaj 广 • 

若 m x (0)=0, 有饥 „=0 ;取 时，有 .若 取 

t=0 与 ，有 m x ^m u =m V9 z ^^ 

6u) 

1 = coswt + sinwt , 

显然，在 一 ' 些点 ，如点，上式不成立，故必须有 m Lr =m v = 0* 


又 

E[Xa + r)X(0] = E [ U 2 ]cosa> (i + t) cosct + £[V 2 ] , 

sina>(i+ r) sinwt + JE[UV]sinw (r + 20 ， 

要上式与 t 无关，则必须 E[UV]-O^U 2 ]-^ 2 ] ，即给出了题 
设条件的必要性 . 

例 16 设有复随机过程 zw^z^+z^^tec-oo, 
⑺八其中^心是实数，々 为 2 ，而厶 ，厶是不相关的复随机 变量. 
已知 E \_ Z X ] = E[Z 2 ] =0, E[IZi | 2 ]=fff，£[|Z 2 | 2 ]=<^， 讨论 Z(0 
的平稳性. 

解 m z it) =£[Z(r>]=E[Zj e ,Alt +Z 2 e^ ]=0, 
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i? z (“f + r )-=£：[ 乙 ，心] 

= £：[(& e iv + Z 2 e iv ) ( Z ie JAl<i4T) + Z 2 e iA2<<+T> )] 
= El \ Z , | 2 ] e HV + E [| Z 2 | 2 ] e —— 

= (7 ie ~ jA i r +^ e _ jA 2 r , 

显然，相关函数仅与 r 有关而与 i 无关，所以 { Z (0} 是复平稳过程. 

顺便指出，复平稳过程的相关函数有如下 性质： 

(1) i ? z (0)- K (| Za )| 2 ); (2) \ R z ( t )\< R z (0); 

(3) (4) i ? z ( r ) 具有非负定性. 

例 17设 {X ⑴， oo , oo )} 和 { Y ( r )， f €(— oo , oo )} 是两 

个随机过程， X ⑴ — Ucoscot -^- Vsincot ， Y (£) = — U sincot + Vcoso ； i . 

其中是两个均值为零，方差为 / 的随机变量,且互不相关. 
证明: x ( f ) 与 Y (0 是两个平稳相关的随机过程. 

证显然， xo ) 与是两个宽平稳过程. 

R X Qt\ ， G) = RxM = (J 2 COSCOT ^ 

Ry^h ， t 2 ) = RyM = a COScoTj 

E [ X ( i )] = E [ y ( i )] = 0 ， 

则 

R XY U l a 2 )= ElXUOYU ^ 

— EillJcoscot^ + Vsin^i] [— Usincot 2 -^Vcoscot z ^\} 
2 • 

= — a sin ⑴ r ， r = / 2 — 龙 i - 

类似地，有 K yx (q , t 2 )=<7 2 sin w r . 

于是知， X (0 与 G ) 是平稳相关的随机过程. 

例18 设 {X ⑴，是实平稳过程, 

丄十 br 

计算 XG ) 的均值与方差. 

解 因为 limK x ( r )=| m x | 2 =25, 所以 X ⑴的均值 

Irl-^o 

£：[X ⑴] = m x = ±5, 

又因为 ffi = C x (0)= i ? x (0)—7?4 = 4, 所以 XU ) 的方差 
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D [ X ( f )]=4. 

例 19 设 X T ={ X ⑺， KT } 是正态过程，且⑺| 2 ]#0, 
证明 : X T 是马尔可夫过程的充要条件是其规范化相关函数满足 

ris^u) = r(s^t)rit^u ) ， s < t < u ， ① 

其中规范化相关函数 


risjt) 


R x ( syt ) 

r R x (s ， s)R x (“t) 


证必要性设均值为零， XU ) 服从二维正态分布，则由条 


件期望，有 


E[X(u) | X(0] 


E[X(OX(u) 

E[X 2 (t)J 


XCt ) 9 


由马尔可夫性，上式等于 


ElXiu) I X(0,X(5)] 


E [ X ( u ) I X ⑴] 




ElXiOXiu) 

E[X 2 (0] 




对等式两边乘以 X ( s )， 并取期望，可得 

e{X(5)e[x(m) i xa>,x(5)]} 


£[X(OX(zz) 


E[X 2 (0] 


E[X(£)X(s)], 


由条件期望性质，得 

E{X(s)E[X(m) I X ⑴， X ⑴ ]} =£[X(5 )X(m>], 
即必要性得证. 

充分性由条件得 


= V / i?(5»5)jR(z/ ? w)[r(5,u) — r(s“)r(f ， w)] = 0 ， 

所以，对任意£ 1 <0 2 0-0 71 <〜{；^ 1 )，；^ 2 )广_，叉<^)}的最佳 
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} 


线性预测是由于 { X (0} 是正态过程，最佳线性预 
测即为最佳预测，有 


£[ X ( u ) | 肌 n )， X ( Q )， …，叫）]= 


R ( t n ， u ) 

R (, t n f t n ^ 


x ( o . 


当 XG ) 是正态时，上式右边即 E [ X ( u )| X ( r rt )]. 
当过程 x T 是平稳过程时，命题成为 

Kr + s) = r(t)r(s) , f > 0, 


② 


即知，平稳正态过程是马尔可夫过程的充要条件是式②成立. 

例20 证明： （1) 若 X r ={ X ( n ), n =0, 士仫…}是平稳正态 
时间序列， i ^(0) 爹0,则 X T 是马尔可夫过程的充分条件是相关函 
数有形式 = a n R x (0) ,7 z ^0,| a |<1. 

(2) 若 X T ={ X ⑴， f 6(_ oo ， co )} 是平稳正态过程，则 X T 

是均方连续的马尔可夫过程的充要条件是相关函数有形式 

Rx C^)XjR^-(O) ? ， Rcci^^O. 

证 a ) 若是马尔可夫的，则上例中式②成立，即 

r ( n ) = r{n 一 l ) r ( l ) = r{n 一 2) r ( l ) r ( l ) = … = r n ( l ) 


^ Ry{0) \R X (0)) * 

令^2 = ]?(1)/]?(0),则命题成立.反之，若命题成立，则标准化相关 
函数广(《)=心(/1)/1^(0)=? | ，满足例19中式②，从而命题得 
证. 

(2) 即连续参数情形 .若; 5： r 是马尔可夫的，则例19中式②成 
立.又由于均方连续，故 r (0 是连续的，于是式②有连续函数 
解 r (0 = e a( , f >0 .又由平稳过程相关函数性质知， k ( f ) | <1，所 
以 Re a <0. 反之，若 K «) 满足命题要求，可以验证，式②也成立. 
所以 X T 是马尔可夫的.又因为满足命题要求，故 X T 还是均方连 
续的，从而命题得证. 
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第二节平稳过程的各态历经性 


主要内容 

一 、平稳过程的各态历经性即遍历性 

1. 设 U ⑴ 丨是均 方连续的平稳过程，则称 

〈 xa)> = U m^f XU)6t 

a J — T' 

为具有均方连续的平稳过程的时间均值. 

2•设—⑺，① ）} 和 { X(OXG + r )， i ^ + re 
(— 〜 ， oo )} ( r 固定)是均方连续的平稳过程，则称 

(X(0 X(£ + r)> = L i. X(t) X(t + T )dt 

TWoo o 1 J —T 

为具有均方连续的平稳过程的时间相关函数. 

3. 设 U ⑴，把 （一00,00) } 是均方连续的平稳过程. 

(1) 若〈以⑴二豇又⑴]。％以概率1成立，即对任意 e > 

0,有 

limP{| <X(0)-E[X(0] |<e> - 1, 

则称均方连续的平稳过程的均值有各态历经性. 

(2) 若 〈X ⑴ X 0： 平 r ) >= E [ X ( f ) X ( i + r )]= i? x ( r ) 依概率 1 
成立，即对任意 e >0, 有 

HmP{| <X(0 Xa + r)>-R x (r) |<e} = 1, 

6^0 

则称均方连续的平稳过程的相关函数有各态历经性. 

(3) 若均方连续的平稳过程 ( XG )，， G ( — co ， co )} 的均值与 

相关函数都有各态历经性，则称此平稳过程是各态历经过程或遍 
历的. 

4. 均值各态历经性定理均方连续的平稳过程 { X ( f )， 
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(— oo ， m ) } 的均值具有各态历经性的充要条件是 

lim ~； (1 _ 1 弄 [ ^ (R X M ~\ m x [ 2 )dr — 0. 

5. 相关函数的各态历经性定理设 UG )， t €( — 和 
{X(t)X(t+T) 9 r ， H - r e ( — oo ， co )>( r 固定）为均方连续的平稳 

过程，则的相关函数 JR x ( r ) 具有各态历经性的充要条件是 

4^)〔 B(ri) — 1 RxM n = 0 ， 

其中 B ( ri )= E [ X ( H ~ r + ri ) X ( t + ri ) X ( t + r ) X (0]. 

注意 r 是固定的， ri 是变动的. 

6. 均方连续的平稳过程{乂（£)，£6[0，^)}的时间均值 

r 了 

< X (0> =1. i . m 辜 XG ) d / 与集均值 f ：[ X (0]= m x 以概率1相 

I J 0 

等的充要条件是 

fe + U —爭 ) (Kx(r) — 1 叫 |2)dr==a 

若 { X (0, f €[0, 是实平均方连续的平稳过程，则其充要条 

件是 

1 rT 

lim-= (1 — {R x (r) — 7W^)dr = 0* 

T~«o J J o V J- / 

7. 均方连续的平稳过程 { X ⑴， 々[0, oo )} 和 { X ( OX ( i + r )， 
t ， t + TG [0, oo)>(r 固定）的时间相关函数 ( X ( t ) XUTr )) = 

广了 

L i . X (£) XU ^ z)dt 与相关函数 l ? x ( r )=£：[ X ⑺ Y ( r = Fr )] 

T-^oo 1 J 0 

依概率 1 相等的充要条件是 

lim -^； ( 1— 1 $ 丨 ） — | i?x(r) | 2 )dri ^ 0, 

i J — j' \ 1 / 

其中 B ( n ) = ECXa + r + rj ) Xa + n ) X (« + r ) XO )]. 

若 U ( t )， 把 [0， cx >)} 是实的均方连续的平稳随机过程，则充 
要条件是 
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1 — 亨 ) {J3(ri) _ }dri — 0. 


8 . 设 U(0, 斤 （一oo,oo)} 是均方连续的平稳过程， £[X(0] 

= 0,其均值函数具有各态历经性的充要条件是：它的谱函数 
F X ( W ) 在 < d = 0 处连续. 

9 . 设 { X (0, 泛（一 co , oo )} 是均方连续的平稳过程，其自相关 

函数具有各态历经性的充要条件是 :它的 谱函数心 U) 是连续函数 
10•设 {X(t)，f G (_oo，cxO 丨是平稳正态过程，若有 
lim 则 < X ⑺久0+7：)>=心(1*). 

11. 平稳过程的采样定理设 U ⑴， r 6 ( —W ， CO) } 是均方连 


续的平稳过程，若其谱函数 F x U ) 满足条件 






dF ( co ) = 0 ，则 


取采样间隔时，有下式成立 
X (0 = 2 j sin 

灰 M — OO V 

12 . 平稳过程 U ⑴, f6 [0, oo )} 是均方连续的，则 X ⑴的均 
值函数估计式是 


r(r-M)l 


r(r-M)l 

-△丌 - 

/ 

- Ak _ 


N 


X 



X N 


相关函数的估计式是 


炱 x(r) 


N — 



x k x kw ^ 


1 ， 2,…， m < iV ， 


其中 iV 是采样值的个数， r 可取小于 N 的任意的正整数. 


疑难解析 

为什么要讨论平稳过程的各态历经性？什么是平稳过程的各 
态历经性？其理论依据是什么？ 

答 要讨论平稳随机过程的数字特征，就应该知道一族样本 
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函数.而样本函数往往需要经过大量的观察试验，然后用数理统计 
的点估计理论进行估计才能取得，其要求是很高的.讨论平 L 过程 
的历经性，就是讨论能否在较宽松的条件下，用一个样本函数去近 
似计算平稳过程的均值、协方差函数等数字特征. 


平稳过程的各态历经性，用数学语言来说，即关于 ( 充分长)时 
间的平均值，近似地等于观察总体的集合平均值.如对均方连续的 
实平稳过程把（一⑺ ）}， m x = £：[ X ⑴]是 XW 的均 

值，是平稳过程中所有可能出现的曲线(样本函数)的集合平均值. 


而对 X ⑴中任一现实 曲线： c ( i ), m T - 


2 TJ 


是 x ( f ) 在 


•T 


[一 T ， T ] 上对时间 f 的平均值，称为时间平均值.显然 XU ) 的每 
一曲线都在的上下波动，则可以想象，当了充分长时该现实曲 
线 x (£) 必定经历过 X ( r ) 中曲线所经历过的所有状态，所以曲线 
x ⑴可以很好地代表实平稳过程 U ⑴， f6 (— oo ， w )} 的整个性 
质，如 m T ^ m x . 对于这样的平稳过程，称具有各态历经性，但只在 
一定条件下的平稳过程，才具有各态历经性. 

各态历经性的理论依据是大数定律.因为随机过程的样本函 
数按不同时刻取平均，随不同的样本而改变，是一个随机变量.但 
当时间充分加长时，随机过程的样本函数的按时间平均依大数定 
律越来越近似过程的平均(如 m T ^ m x ). 


方法、技巧与典型例题分析 

讨论平稳过程的各态历经性一般都是从定义出发，验证定义 
的条件.讨论中要注意运用积分的技巧，特别是周期函数的积分性 
质.计算相关函数等数字特征要注意问题的具体情形，防止出错. 
例1 SC x ( r ) 是平稳过程 X («) 的协方差函数，证 明：若 

仏⑺绝对可积，即厂 |C x (T)|dr<oo ，则 X ( 0 的均值具有各态 

J —00 
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历经性. 


证设 I C x ( r ) | dr = A < oo ， 且 A 〉0. 因为 


1 f 2T 
2 T 1 —2 t 


) [心 ( r ) -1 


i 2 ]d 




1 — 2 T 丨尺 x(r) 


m x I dr 


1 「之了 i 

| C x ( r )| dr <~ | C x ( r )| dr < 
I J 0 1 J o 


A 

T 


所以 Hm 


1- 


^■)C^x(r) ~I m x | 2 ]dr = 0 • 


T 2 X'J y 2 T j L X 、 L / I I v • 

故依定理知， X ( r ) 的均值具有各态历经性. 

例2设 SG ) 是一周期为: T 的函数，0是在 (0， T ) 内服从均 
匀分布的随机变量，则称 X ⑴ = S ( f +0) 是随机相位周期过程，是 
一 个平稳过程. 证明: 随机相位周期过程是各态历经的. 

证设周期为 T 。， 则 


E [ X (0]= E [ S(i + ©)] 


0 




Sa + @) 专必 
0 1 0 


1 r^o 

〒 S{<p) d<p 

i o J f 



0 


S(<p)d<p 


而 


lim^r^pSCf + ^ck" 

T-^oo ■ 


lim 

T— 



0 


Sit + 6) dt 



0 


SU-\-d)dt 



0 


S(<p)d<p 



0 


S(9) 却 = £ ： [X(r)]. 


由周期性可得 


lim; S(r + 泛 ) dr 

T^oo £ 1 j —7 

= 。5(尤 + 触=£：[奶)]， 
T-^oo z J I o J o 
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R x (t，t + r)= E[S(£ + 0)S(t + r + ©)] 


0 S ( 亡 + 汐 ) S(f+ 0 +r) 
Jo 


To 


d 0 


T 0 


T o ^ 


S(<p)S(<p-\~r)d<p — R X M. 


注意到周期性，有 


<X(OX(^ + r))= lim 


t— oo 2 TJ 


T 


SCt~h0)S(t ~h 0 + r)di 


-t 



1 2 丁 


了一 *OQ 


2 TT 


0 


0 


S(t + d^SU + 6 -\-r)dt 


0 



lim 



S (9?) S (^+ r ) d ^> 


= S (9 o )« S (9? + r ) d ^?， 

故依定义知，随机相位周期过程是各态历经的. 

例3设有随机过程 X ( t )= A S i n (27 t @ d +0 2 ) ，其中 A 是常 
数，纨与0 2 是相互独立的随机变量的概率密度函数为偶函 
数，咏在[一 Tea ] 上均匀分布. 证明： 

(1) X ( i ) 是宽平稳 过程； 

(2) X ⑴的均值是各态历经的. 

证 （1) 因为 EUOSh ，0 2 )政]}，故 

m x (0= _E[A sin (2710〆 +@ 2 )] 


= AE{ K[sin27t©iZcos@ 2 + cos27c@!isin© 2 ) 丨 ®i]} 
= AE{ sin27t0! £E[cos@ 2 ] + cos2tc0i /£'Csin6>2 ]} 


= 0 , 

R x (t' ,f 2 ) — £{Asin(27t@ 1 £ 1 +@ 2 ) • Asin(2it@ 1 1 2 +@ 2 )} 

=^£{£[00527^1(^1 ~t 2 ) 

— COs(2tC@i {ti + ) + 202) I 执 ]} 

=^-E[cos27r@! (£i —i 2 )] 
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m oo 

=A 2 cos27t^i(^i — t 2 )f d {d\)dd\ — ^ 

Jo 1 


所以依定义知， x ( t ) 是宽平稳过程 . 

(2) lim 7 ^ X(t)dt 

1 f T 

=lim -TTf, Asin(27^^ + 0 2 )d£ = 0 = 
T-*«oo Z J J —T 

所以 X ( r ) 的均值是各态历经的. 

也可以直接由定义证明 X ( z ) 是宽平稳过程. 
因为 fid , ,<9 2 )=/ 1 (^ i )/ 2 (<9 2 ) ，所以 


饥 X ( 广）， 


m x {i) 




Asin (27 c ^ t + 氏)， （ 仏 ） / 2 ( 込）必 2 

J — oo •/ — *00 

A 「 「厂 J- sin( 2itd x t + e z ')6d z ^\f l i6 l ')66 x 

J —oo ™~oo 」 


— 0 ， 

Rx ， ,2 ) = A 



{ cos2tc^i (ti — t z 


cos [2 j ^ (G + 。 ）+ 2 沒 2 ]} j {di ) 6 d \ 


= A 2 cos23t^i (^i — t 2 )_f\(di)d6i 
Jo 

= J? x (zO ， T = ti — t 2 . 

例 4 设 { X (0, i 6(— ⑺， 00 )}是一个随机过程， XW = Y，Y 
是一个非退化(单点分布)的随机变量，讨论 X ( f ) 的各态历经性* 

解 XG ) 是平稳过程是显然的，其均值与相关函数都是常 

数.但是 

( X (0)= 1. i . m ^=. X ( t)dt = 1. i . m ；5 — Ydt = Y . 

由于 Y 不是常数，故不可能与 E [ Y ] 相等.从而知 X ( t ) 的均值不具 
有各态历经性，所以 x ( t ) 不是各态历 经的. 
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例 5 设{ X ⑴，^ (―° 0 , 00 )}是随机过程， X (；〖）= acos ( ci ^ 
+0) ，其中 a ， a > 是实常数,0服从 (0,2 tc ) 上的均勻分布，验证 X ( t ) 
具有各态历经性. 


证 E[X(0] = E[acos (cot + 0)] 

cz f 27t 

= 2 ^ cos (<ot -j-<p)d^p — 0 9 


E[X(t) Xa + r)] 


2it 


0 


a 


2 cosicot ^\-<p) cos {cot + cur + p) d^p 


a 


cos air 


= (r ) ， 


所以 X (0 是均方连续的实平稳过程.于是 


<X(t))= L i. m 


1 ** “ 

r-^oo 11J 


T 


a cos (cot 4™ ^?)dt 


i 

1* L« 1X1 

T"^oo c x 


a sin CcoT + 中） 一 siii ( — a>T + <p) 

a > 


o = E [ xa >], 

i rT 


<X(OX(£ + r)> 


K 1 ^ 1 2TJ 


ci cosicut + ^ p)cosicot a)T + <p^d<p 


a 


coscot = E[X(0 X(f + r)]. 


故 {X(0 ? ； e (-^, oo )} 是各态历经的 • 

例 6 讨论随机电报信号(见上节例 10) 过程的均值的各态历 
经性. 

解由上节例10 知，随机电报信号过程的相关函数为 K x (r) 
•又因为⑴]=0,所以 



LH 

2 T 


^RxMdr 



fe 2 TJ 


2T 

-zr 



X 

2 丁 


fe2AT \ 


fl - 


1 — e 

Iat 


UT 
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故随机电报信号过程的均值是各态历经的. 


例7设随机过程 X ⑴ = Asm^+J3 C osAi， 其中 A,B 是均值 
为零、方差为 a 2 的相互独立的正态随机变量. 问: X⑴的均值和均 


方值是否具有各态历经性？若 A 


V2asin^,B =7^ffcos0 ， 少是 


在 (0 ， 2 tc ) 内服从均勻分布的随机变量，此时 E [ X 2 ⑴]是否是各态 
历经的？ 

解因为，由题设 A 〜 ]V(0,< t 2 )，B 〜 JV(0，< t 2 )， 故 

T 


E [ X ( t ) J = I im 


T-^OO 21 J 


1. i. m 


X(t)dt 


■T 


T-03 2i J 


T 


T 


[AsinAi + BcosAi]df 


1. i. m — 

r-^o i 






T 


BcosXtdt 


0 


T-*oo A I 


而 


lim£： 

T*—»*oo 



sin A _ 

2 - 

■ 

at 



fe^_ 2 ) = o. 


sin AT 


知^均方收敛于零，故 X(0 的均值是各态历经的， 

£*[X 2 ⑴]== K[A 2 sin 2 ^ + B 2 cos 2 Ai + 2ABsinAt cosAi] = a 2 ， 


(X 2 (t )) = 1, i. 


^2TJ 




r 


X 2 ( 0 di 


•T 


u 


m 


r^o ； 2TJ 




(A 2 sin 2 Af + B 2 cos 2 + 2ABsinA tcos^t)dt 


1 • 1 

1 . 1 . 

T-^oo Z IJ 

A 2 +jB 2 


— T 

rT rA 2 + B 2 

-T i- 2 



B 2 —A 


2 


cos2Ai + AB sin2Af 


df 


因为 

所以 




_ 

a 


义 2 (1)，D 


l a 


2, D[A 2 ]=2<t 4 , 


E 


(A 2 + B 2 ) 


{E[A 2 ]+E[B 2 ]} = ff 2 . 


243 


d [~{ A 2 + B 2 )]- ^{ D [ A 2 ]- hD [ B 2 ]} = / # 0. 


从而知 X (0 的均方值 f ：[ X 2 (0] 不是各态历经的. 

例8设平稳过程 X ⑴的相关函数为 i ? x ( r )， 证明: 

P { | X (^+ r )- Xa ) |^ a }<2[ jR x (0)- R x ( r )]/ a ; 
证由概率论中的契比雪夫不等式，有 


尸{丨 XU + t)~XU) |>a} 

/E[| X(i-hr)-X(0 I 2 ] _ 2[K x (0)-K x (r)] 

^ a 2 a 2 


例 9 设 X ⑴是平稳过程，其相关函数 i ? x ( r 。） 是以 T 。 为周 
期的函数， 证明: XU ) 是周期为 T 。 的平稳过程. 

证由题设知尺/以^心“ +乃允又由平稳性知虹义⑴ 
- xa + r 0 )]= o . 根据方差的性质，条件 
1 与 E {[ X ( t + T 0 )- Xa )] 2 >=0 等价.而 
£：{[Xa + T 0 )- X ( i )] 2 } 


= E{[XG + 丁 。): H - 2£[ X(r 十: T 。） X ⑴]+ £{ [ XG )] 2 } 

= R x CO)-2R x {T 0 ) +i? x (0) 

~ 2[1?；^ (0) — ■RjfCT'o)] — 0» 

所以 X ( r ) 是周期为 T 。 的平稳过程. 

例 10 设 XG ) 是雷达的发射信号，遇目标后返回接收机的 
微弱信号是 UXr - q )， a « l , ri 是信号返回时间.由于接收的信 

号总是伴有噪声的，记噪声为 NO ) ，于是接收到的全信号是 Ydt) 
~aX{t — n )+JV(£). 

(1) 若与 YG ) 是联合平稳过程，求互相关函数 

(2) 在题 (1) 的条件下，设 iV ( t ) 的均值为零且与 X ( t ) 相互独 
立，求 K ^ yCr ) (这是利用互相关函数从全信号中检测小信号的相 
关接收法). 

解 （1) X ( t ) 与 Y ⑴的互相关函数为 

K 灯 （ r)=E[X ⑴ Y(f + r )] 
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= E{X{t)\^aX (i + r _ r!) + Nit + r)l) 

= E\^X(.t)aX 4* r — ri)!l E[_X{t)N{t + r)] 

= clR x (t — ri) +^x7sr(r). 

(2) 由题设 E[N(O]=0 且与 X ⑴独立，则 
CxN(“【+ r)= E{[X(0 — m x (0][N(t+ r) — m N (i + r)]} 

^ E[X(t)N(f + r)] — wi x (i)JS[N(t + r)] 

= 尺狀 （『） = 0 ， 

所以 J^xy (r) =aR x (T—Ti ) ~^-Rxn M = aR x (, T — ri ). 

例 11 设 X(f) 是一随机相位周期过程，图 6.1 表示其一个样 
本函数 x(i). 周期: T 与振幅 A 均为常数，相位是在 (0,T) 上服从 
均匀分布的随机变量•求饥 x，E[X 2 ⑴]， A 和〈X ⑴〉， 〈X 2 (0〉. 



图6,1 


解依图6.1，得 


(8A{t — t 0 }/Tf 


i 0 < i < i 0 + T /8, 


XU) = < 




0, 


8A( h 0 - T/4)/7\ i 0 + T/8<i<i 0 + T/4, 

r 0 + T /4< i < r 0 + T , 


令 f 0 =M， 则 X(i)=S(^—f 0 ), 


m x = E[X( 0 ] 


T 


o T 


Sit — t 0 )dt 0 


T 


t-T 


S(w)du 


rt 


r-T 


T 


S{u)du 


w 


T 


S Cu)du 


T 


T/8 


0 


8A 

T 






0 T 

• m 8A 


T/8 


8A/ i \ 

Tr _ T ) 


T W 


A 
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1 Po+T 1 rT A 2 

— 7"^ S = — S 2 (u)du = —r. 

f o 1 J o 12 

例 12 设 X r ={XU) ， £6( —oo ， co)} 是实平稳过程，讨论 
{x 2 ⑴，吃（一 oo,oo)} 的均值的各态历经性 . 

解令 ya>=x 2 (0—^(0), 

则 E[Y(f)] = £"[ 乂 2 (0] — R x (, 0 ) = o, 

R yM == E[Y(t + r )YQ)^ = 2R 2 X ( T ). 

若记 F x ico) 为 X T 的谱函数，则 

l^Lr D [ YT(r) ] dr== Fr\^ T R y MdT = Jf\[ T 2R xM^r 
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其中 

所以 


—")cLF x (a;)dP x (") ， 


sinT(o> _ u) 


iP T {w—fjd=\ T(co —") ， 




CO = fJt, 


lim ^； D[y T (r)]dr 


lim2 <p ( ⑴一 " ） dF x ( ⑴ ) dF x (") 

«, — oo *. ― "OO 了 


= 2^^F x (coi) — F x (aj t — 0 )]. 

i 

最后一个等式是因为由 F x ( w ) 的单调不减性，其间断点至多有可 
数多个.认}表示心的跳跃点的全体，因为 

lim £：「~\ T [ X 2 ( O - K x (0 )]dz 2 ]=0 

r—oo L ^ i J —t _ 

广 T 

的充要条件是 Y r 的谱函数连续，这时 ， lim R 2 x Mdr = 0, 

r-«o Z 1 J -r 

由 ya)=x 2 a) —& (o) 知,这也就是 {x 2 co} 的数学期望具有各 
态历经性的充要条件. 
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第七章平稳过程的谱分析 


第一节平稳过程的谱密度 


主要内容 

一、 平稳过程的谱函数与谱密度 

1. 维纳-辛钦定理 均方连续的平稳过程 U ⑺46 

(-00,00)} 的相关函数 /? x ( r ) 可表示为 

RxM — e^dF^Ow )， r 6 (― oo,cx>) , 

u7CJ — OD 

其中 F X U ) 是单调不减的有界函数，且 F (- oo ) = 0， F ( oo ) = 
2 tcR x (0). 

F x ( oi ) 称为平稳过程的谱函数. 

2. 若 K x ( n ) 为平稳随机序列 { X (7 z),n = 0, 士込…}的相关 
函数，则 

R X M e^dFxU )， 

其中 F X U ) 是一个在[一 7 C ，1 C ] 上单调不减的有界函数，且有 

FC _ it) = 0 ， J^(7c) = 2 ttRx(0). 

3. 若 FU ) 可微，则 ru ) = = S x ( oi ). * s x u ) 为相 

应平稳过程或平稳随机序列的谱密度. 

若 S x ( co ) 存在，则有 
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① 


-i roo 

RxM - e ir "S x (o>)doM 

uTTJ —oo 

RxM = e iT "S x (⑴) cW 

乙 7CJ — oo 

由式①知， K x ( r ) 是 S X U ) 的傅里叶逆变换.如果 R x ( t ) 绝对可 
积，则 S x ( oi ) SK x ( r ) 的傅里叶变换，即 

S x (oj) = f°° 尺 xWe-^dr ， S x (co) = 2 Rx(n)e—. 

故 R X M 与 S x (co) 是一个傅里叶变换对， 

因为 J ? x ( r ) = J ^ C-iO ,所以又有 

•oo roo 

S x (co) = cosrcoRxMdT = 2 RxM cosreodr. 

J - OO JO 

4. 设 { Y 0 w )， o>G (_° o , oo )} 是一个正交增量过程，且满足下 
列 条件： 

(1) E[Y(<y)] = 0, —oo < O) <C °°» 

(2) 对任意两个不相重叠的区间[叫， o > 2 )， [吨,0> 4 )有 

E{[Y(aj 2 )-Y{coOl LV(o> 4 )-Y(a> 3 )J} =0. 

(3) £[| YU 2 )- YU ) I 2 ] = ~[ F x ( o > 2 )- F x ( Wi )], 

_ 〈 a ) 〈°° ， 

其中 F x ( o >) 是一个单调不减的有界函数，则 

*oo 

x(t) = ^dYU), te (-oo.oo) 

•/ —oo 

是一个平稳过程，且谱函数即为 F x ( o >). 

5. 平稳过程的谱分解定理设6 (-00,00)} 是均 

方连续平稳过程，且⑴]= 0,则必存在一个正交增量过程 
Y ( w ), 使得 

•OO 

Xit) = e^dYU )， 

J 一 oo 

1 fT —_ -| 

Y(oj) = L i. m - :— X (t)dt, 

T—oo Z7tJ —r _ )i 


249 



且满足第 4 点的三个条件(其中 F X U ) 是 XU ) 的谱函数). 

6.设 { X ( n ) ，rz = 0，± l ，*"} 是平稳随机序列，且 E [ X ( n )] = 
0，则必存在一个正交增量过程 YU ) ，使得 

X ( n ) = P e ^ dYU )， 

J — it 

yu ) = —「以⑼一 2 n ( n ) "|，-7 t < w <7 o 

Z 兀 - T| = 0 J ^ - 

且满足第 4 点中的三个条件(在条件⑶中， 一< o > 2 <沉). 

第5点和第6点中的 {YDwe (- oo , oo )> 和 

[一 7 C ,7 T ]} 称为 X (0 和 X ( ti ) 的随机谱函数.平稳过程 X 0) 和 
X ( n ) 的表达式称为平稳过程的谱分解式. 

二、平稳过程的功率谱密度 

1. 设有时间函数 1(0( — cx 0< r <00) 满足狄里赫利条件，且 

_oo 

绝对可积，即 | | 山<00，则0；(0的傅里叶变换存在，即 

J — oo 

F x Cw) = x(t)e^ jwt dt. 

J ，— Oo 

其逆变换为 Xit ) =^f F x { co )^ da >. 

uTTJ — oo 

一般地，有 

F x {— oi ) = x it )^ 1 dt — F x ( a »). 

J —OO 

•oo 1 roo 

2. 公式 = I FAco ) \ 2 6 co 

J — OO wTCv ^OO 

称为巴塞瓦 ( Parseval ) 公式.等式左边表示: c ( f ) 在 (一 oo , oo ) 上的 

总能量，而等式右边的 I F X U ) I 2 称为能量谱密度。 

3. 对于一般函数，取 

1 x (0 ^ 丨 丁， 

x T iO = 丨 _ m 

lo, \t\>T. 

则 F x ( o ) 9 T ) = ⑴ e ~^ dr ， 

J -r 
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⑴ 


2丌. 


F x ( 00 , 了） da » ， 


有 lim 


2 TJ 


2 


{Odt 


一 T 


2丌 




lim 


I F x ( co9 T ) 1 2 dcu * 


等式左边称为平均功率的谱表示式，右边的被积式称为函数 工 (0 
在 co 处的平均功率谱密度，简称功率谱密度，记为 


S x ( co ) ~ lim 


2 T 


FAco . T ) | 2 # 


4. mX ( t)ae (一 oo ，^)} 是均方连续的随机过程，则称 


< p 2 x = limE 


2 TJ 


X 2 ( t)dt 


—T 




是 X ⑴的平均功率，称 


S x (co) = lim^ ； E[| F x (⑴， T) I 


是 XU ) 的功率谱密度，简称为谱密度. 

当 X (0 是均方连续的平稳过程时，有 


= limE 


2 TJ 


X 2 {Odt 


T 




E[X 2 ( 0 ] =i? x ( 0 ) 


中 x 2 



S x { ct))dw 


_ 


5, 设 { X ( n)，n = 0, 士 1，〜}是平稳随机序列，若相关函数满 

00 

足 X； I RxM |<co, 则称 

n ~ — oo 

oo 

S x (a>) = D 尺 x( n ) e — Jmu ， 

n= 一 oo 

是 { X „,71 = 0, 士 1，“> 的谱密度. 


疑难解析 

怎样理解平稳随机过程的谱 分析？ 

答对于周期的时间函数 工⑴， 如果满足狄里赫利条件，可 
以进行傅里叶变换，即有 


251 




F » 




其逆变换为 


x ⑴ 


2 丌 






当 x ( 0 是非周期函数时，可以 任意丁 > 0 截取: rU ) 的一 


段，得 


x r it) 


x ⑴， | ^ T , 


0, 


>r. 


显然，了 — 00 时，: c T ( i ) = x ( 0 . 所以 


x{0 — lim 


2丌 




■T 


F x ( a 0 e^daA 


巴塞瓦公式 


U)dt 




量的谱表示式，对非周期函数情形，有 


F X U ) l 2 da > 可理解为总能 


lim 



开 j — = 



I F X U ， T) | 2 (U 


对于平稳随机过程 { X ( t)，f G (— oo ，《 3 )} 的每一个 （g 
(一 co , 00 )， 都有以上的等式成立（只要叉⑴是均方连续的，必定 
均方可积，但不一定绝对可积).取等式的期望值，即有 


limE 


2T. 


T X 2 (i)di]= iimE 


4tcT. 


]F X U,T) | 2 da> 




令等式的左边为 < ，则称 

4 = Um X z ( t)dt 
A T-^oo Zl J-T 

是均方连续的平稳过程 e (- 00 , 00 )} 的平均功率，它是 X ⑴ 
的均方值.等式右边可以写成參「 limi | F X ( CV ， T ) n ， 令被 

CtTZJ — oo Lt 1 

积函数为 s x ( a >)， 则 

S x 0 o ) = iim ^, \ F x ( co , T ) I 2 

T-*^oo Ci 1 

称为均方连续的平稳过程 UG)，f G (— 00 , 00 )} 在 w 处的功率谱 
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密度，简称谱密度.于是 


4 


roo 


2丌, 


SxCco)dco 


表示均方连续平稳过程 X ( t ) 的平均功率等于 X ( t ) 的均方值，可 
由谱密度在全频率域上积分得到。 

功率谱密度 S x u ) 是一个频率函数，从频率域来描绘 X ( r ) 的 
统计规律的数字特征.而 X 0) 是各种频率简谐波的叠加， s x u ) 
就反映了各种频率成分所具有的能量的大小. 


方法、技巧与典型例题分析 


例1已知平稳过程 X (0 的谱密度为 


S x ( oj ) 


CO 


2 


CO 4 + 3co 2 +2 


求 X ( t ) 的均方值. 


解依维纳-辛钦公式，; C ⑴的均方值为 


*p 2 X ~ 只 X ⑹ 




2 k 




\<oO 


0 } 


Z 


h/ 


o > 4 + + 2 


do; 


2 丌 J 




a; 2 ~h 2 o> 2 + 1 



■— ( V^arc tan 袁 - arc tan co 




■4(72-1). 


例 2 设 { Y (7 i)，n = 0,± l ，"_} 是实随机变量序列， {CJ 是 

满足免 K | 2 < oo 的复数序列,免(^(«-幻是一个 


n 


w 


复宽平稳时间序列 . { X ( n^n = 0, 士 1，… } 是实的互不相关随机 
变量序列，且 E[X ㈤] = 0 ， D[X(72)] = ff 2 , 求 Y ( tz ) 的谱密度. 

oo 

解因为 Ryin ) = tT 2 2] C ^ k C k9 

OO 
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S I RyM I 丨 E I 11 q I 

71= —— OO rt— 一 oo —— 00 M= 一 Ook = 一 OO 


= ff 2 S S \ Q \\ C k \^ a z {t IQ |) 2 <-, 

—— oo/— —— oo k ,— —— 00 

所以存在谱密度，且 


Sy(o>) = S 尺 Y ( 士 ，= ^ 2 S QAe 一一 

- OO 71— ~ 'OO Jt— — oo 

= . 2 Se^S c^c, H 2 s S C〆 ％， 

n= 一 oo k= 一 oo jfe= —— oo/= — oo 

OO £ 

= < j z 2 Q e_iAw ， _00 OJ 〈 °°* 

Jt— — OO 

例 3 设平稳过程 XU) 的谱密度是 S X U) ， 证明 : YU) = 
X(0+X(i-T ) 的谱密度是 

S Y (co) = 2S x (co)(l + COSCoT ). 

证依相关函数的定义，有 
RyM =E[Y(OYa + r)] 

=E{[X(0 4 - XU- T)][X(i + r)H-X(^ + r~T)]} 

=E[X(OXa + r)] + E[X(t- T)X(r + r)] 

+ E[X(OXa + r-T)] 

+ E[Xa-T)X(i-T+r)] 

= 2R x iz) +i? x (r-T)-f J^ x (r+T). 

依维纳 - 辛钦定璉，得 

Sy(o>) = 2S X (o>) +S x U)e w +S x (o>)e-- 
= 2S x (cw)(l 4 - coscoT). 

由于 i? y (r) 与 Sy(o>) 是傅里叶变换对，因此要用到傅里叶变 
换的一些性质 . 希望读者能对积分变换中的傅里叶变换有所了解 . 
例 4 已知平稳过程 X(0 的相关函数为 

■R x (r) = 4e _lrl cos7cr + sin3xcr» 

求谱密度 S x 0o). 

解由积分变换知，/⑴ coscoot 时，傅里叶变换 FC(o)^ 
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+ + —W。)]， 所以，依维纳-辛钦公式， X ⑴的谱 

密度为 

S x (co) == 2 4e -r cos7trcoscurdr+ tt[S(oj + 3 兀） + S(w 一 3 冗 ）] 

Jo 


因为 


e _r [cos(7t + o>)r+ cos (丌 一 a;)r]dr 


0 


+ 7tC5(a> + 3 tc) +S(a> — 3 tt)]. 


e^cosatdt 


e l cosat + e— 1 sin atdt 


1+ e"^a sinatdt 




e _f a sinai + 




e ^ l a z cosat 6 tj 


所以 


cosatdt = 1 —— a 2 ^cosatdt^ 


e 一 1 cos atdt 


1 +— 


于是 S x (co) 




e— r [cos(7r + a>)r + cos(7t — co)r] 


0 


+ 7t[S(a> + 3 tt) + S(w — 3 k)] 


^H7C + a)) Z + 1 + (7T — CO) 2 + 1/ 

+ tt[S(o) + 3tt) + S (a> _ 3 兀 ）]. 

在利用傅里叶变换计算积分时，因为 e _ _ = coscot — jsina ^， 
而 cosa » i 为偶函数， sina ^ 为奇函数，所以在对称区间上求积时特 

别要注意被积函数的奇偶性，简化积分计算. 

例5 设 X (0 为一平稳随机过程，若对应于某一个 Tt ^ O , 
X ( 0 的相关函数 P X ( T ) =心(0).证明:尺 x ( r ) 必为以: T 为周期 
的周期函数. 

证因为 J?x(0) = Sjf(aj)cla>， 

Z 7 CJ — oo 


255 



Rx ( T ) 




2丌_ 


roa 


(a;)da ；， 


所以 R x Ol - R x ( 0 ) 


roo 




2 ^J 


(1 — COSa}T)S x {aj)daj = 0. 


又有 （1 — > 0=>(1 — cosa / r ) S x ( a >) = 0, 


于是 


S^Ca#) — > : Sx Ccojfe — cok^) 


⑷ k 


Jfes=—oo 


2^71 

了 


故 


i ? x ( r ) 




2 丌 


E s x (出 X 


— ' 


可知， jR x (r) 是以了为周期的周期函数 * 

例6 已知随机过程 X ( f ) 和 Y (0 的谱密度 


S x (co) 


CO 


+ 4 


ot> 4 + 10a/ + 9 


Sy ( co ) 


CO 


ay + 3a> 2 +2 


求 XU ) 和 YU ) 的相关函数和均方值. 


解 S x ( mj ) 


CO 


2 


+ 4 


丄 A 


a / ~h lOco 2 + 9 8 ⑴ 2 +l 8出 2 +9 


S Y (<o) 


CO 


-1 


a / + 3oj 2 +2 


co 


z 


+ 1 



CO 


+ 2 


依照维纳-辛钦定理，有 


RxM 


2丌. 


roo 


S^(aj)e iwr da> 


2 tc ‘ 


roo 


8 a / + 1 


+ 音 


a) 2 +9 


e 


)COT 


Sco 


16 


e 


r 




e 


—3|rl 


于是 


4 = ^(0) = ^ + ^ = ~, 


RyM 


2丌, 


roo 


_ 1 


a ) 


z 



+ 1 a /+2 


e^ r doj 


夸 e— 加 


e 


Hr[ 
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Oy ~ J^y(O) = ~ \ ^ 音 (W - 1). 

在本例中，积分可通过直接计算得到，也可通过査傅里叶变换的积 
分表得到. 

例7 设 S x (o>) 是一个随机过程的功率谱密度， 证明: 
~~ 2 S x ( co ) 不可能是功率谱密度. 

Qu) 

证依相关玉数性质知 | (0) 1 > | (r) 1 • 又设 S Xi ( w ) 

=£^ s x u) ，由于 s Xi u) 与尺 Xi u) 构成一个傅里叶变换对，所 

以，依傅里叶变换的微分性质有 

R Xx (r) =-r 2 R x M. 

若对应于某一个 n ^^，有尺 〆 。）參0,则有丨 R Xi dO ) |< 
I R x ^rO |, gp J^ Xi ( r ) 不可能是相关函数，从而， S Xi U ) = 

&S X U) 不可能是功率谱密度. 

UW 

例8设之⑴= 丈; 其中⑴,(£ = 1，2,…， n ) 是常数， 

1=1 

A，A 2 ，…， A„ 是互不相关的随机变量，且 E[A t ] = 0,E[A, 2 ] = 

a 2 (i== 1，2,…， n)， 求 Z(0 的相关函数与谱密度. 

解依定义，相关函数为 

R x dt,t-\-r) = ElZ(t) Z(i + r)] 


n 


n 




JOPf 

e k 


( t + r ) 


n 




k 


2 


e 


n 


Ed 


e 




» 


k 


依照维纳-辛钦定理，有 


S x {ay) 


t*oa 


n 


— r e 〜 r d r 


f = 1 
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ft 


Nn 2 


r©o 


n 


e 


f'Korhij.) 


r dr = 2 tt 2 <h 认⑴ + ⑴,- )• 


•/ 


例 9 已知平稳过程 XiO 的谱密度是 


Sx (co) ~ 


8 §( ⑴） + 20(1 — | co 

0， 


求 XU ) 的相关函数. 
解依定义，有 


/10)， 


I ⑴丨< 10, 

其它， 


1 r °° rlO / 

Rx^t) = ^r~ 8§(cy)e i<wr dco H - 20(1 

Ld -^oo TC ， 0 V 


(O 




10 


cosa) vdco 


4 ,20 


K 


7C 


4 ,20 

-— --i— —- 




7Z 


4 ,20 

- -4— ■ 


丌 


K 


10 rio 

coscorda ) _ I —coscordo) 

0 J 0 丄 U J 


sm ⑴ r 


r 


10 


CO 


o 10r 


sm cor 


10 


0 



10 


0 


sm cot 
lOr 


dw 


10r 


2 


coso；r 


10 - 

= ± 

N cos 10r — 11 

0 - 

K 

L 2r 2 J 




sin 2 5r\ 

I0z 2 ~r 


例 10 设随机过程 X 00 = A COS ( f ^+0)， 其中 A 为常数 
和 0 是相互独立的随机变量，且 0 在区间 (0,2 tc ) 内服从均匀分布， 
n 的一维概率密度为偶函数，即 AU ) = / n (—⑴). 证明: x ( o 的 
谱密度是 S X U ) = ita 2 / n <0>). 

证依相关函数定义，有 
R x (t) = FlX(t)X(t-r^ 

= E{a z cos{Ot +©)cos[X3(i— r) +®]} 


o 2 cos(ai t +0)cos[a # (尤 




o 


r ) +沒] 2 ^ f a (. a }) da ) 



a 


cosajrf n (.co)d 



*QO 

(l COS a) vfp Cco)dco 
o 


* 


依照维纳-辛钦定理，有 




S x iai ) 


roo 


0 


iza 


广 oo 


2 ' 

a cobo>!r/ n (a; j )e™ la,r dr doj i 

[S(cu _ a>i) + S(a> + aJi )]/^(o>i)do> 




= +/ n (— a ；)] = 7 m 2 / n ( w )， 

从而证得命题成立. 

例 11 设 X ( r ) 为一个随机电报波过程，它的一个样本函数 
如图 7. 1所示.已知在任一时刻波形取 A 或 _ A 的概率相同，在时 
间间隔 r 内波形变号的次数 n 服从参数为 A 的泊松分布 

P ( n , A ) 

n \ 

求 X ( 0 的相关函数与功率谱密度. 


i joU) 





A 

t _ 


■ 


■ A 








O 








~ 7 


--A 


图 7-1 

解依相关函数定义 
i ? x ( r ) = E [ Xa ) X ( f - r )] 

-A 2 P{Xa-r) =Xa)> + (-A 2 )P}X(^-r) =-X(f)} 
其中 P{XO-r) =xa>} 


=^ P{n 为偶数 } = exp (- Ar ) f ] 

= exp (~ Ar ) cosh ( Ar ) » 

P { XU - t ) =- X ( r )} 

=Pin 为奇数 } = exp (- Ar ) 2 i 、 

jt=o (2 是 + 1) 

— exp (— Ar ) sinh ( Ar ) * 
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代入 i ^ x ( r )， 可得 

Rx(r) ― A 2 exp(—Ar)[cosh(Ar) — sinh(Ar)] = A 2 exp(— 2Ar)* 

由于 JRx ( r ) 是偶函数，故 ' 

jR x (r) = A 2 exp(— 2A I r |). 


由傅里叶变换对 e 


rl 


2a 


O ) 


f 

—— a ! 


，得 




4AA 


2 


(O 


+ 4 A 2 . 


例 12 设是一二元波过程，其一个样本函数如图 7. 2 所 
示.已知在每个单位长时间内波形取正、负值的概率各为1/2,设 
在任一间隔内波形的取值与其它间隔内的取值无关，故图中有意 
不设定时轴的原点.求 XG ) 的相关函数与功率谱密度. 


X 


it) 




— 1 


图 7. 2 

解令兄= X ( t l ), X 2 = XG 2 ) ，依相关函数定义，有 

“2) = K[H] 

=1 小 P{X 1 = 1,X 2 = 1} 

+ 1 • (― 1) • Pix, = 1,X 2 =-l> 

+ (- l ) 小 =- l , X 2 = 1} 

+ (-1)(—1) 尸 {& =-l,X 2 =—1} 

= PiX, = 1 I X 2 - 1>P{X 2 = 1} 

-PiX, = 1 I X 2 =-l>P{X 2 =-1} 
~P{X l =-1 I X 2 = 1}P{X 2 = 1} 

+ P{X! =-1 I X 2 =-l}P{X z —1}, 
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已知 P { X , = 1} = PiX , =- l > - 1/2, z - 1，2， 

P { X 1 =— 1 I X 2 = 1} = 1 — P{Xi = 1 I X 2 = 1}» 
P{Xj 1 I X 2 =—1} = 1 — P { X x = 1 I X 2 =—1}， 

代人尺 x (〖1 ，〖2 ) ，得 

Rxit ^ h ) = \ p { X , = 1 I X 2 = 1} —=1 I X 2 =-1} 

- = 1 I X 2 = 1}] 

+ |[1~ P { X 1 = 1 \ X 2 =— l }]. 

当 U 2 —g l > i 时々与 g 不在一个间隔内， A 与叉 2 相互独 
立，故 

P{Xi — 1 | X 2 = 1} = P{Xi = 1 I X 2 =—1} 

= P { X 1 ~ 1} = 1/2. 

代入得 

尺 X (《1 ， ,2 ) = 0. 

当 U-g |<1时，概率巧兄=1丨叉 2 =—1}意味着'和 
h 不在同一间隔内”和“足与 x 2 取不同值”两个事件同时发生.但 
由于不与 x 2 相互独立，则这一联合事件的概率应为两个事件分 
别发生的概率之积. 

(1) 以 A 记'和匕位于不同区间”的事件.若1 = 0, 
则 P ( A ) = 0;若 h 2 — 6 |= 1，则 P ( A ) = 1;在区间（0，1)内， 
P ( A ) =\ t z ~ t x | , I t 2 — t x 1. 

(2) 以 B 记“兄与 X 2 取不同值”事件，则 P ( B ) = 1/2. 
P { X x = 1 i X 2 — 1} = P ( A ) P ( B ) 

=-^ \t 2 —h\^ I t2~~h 1^ 1- 
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P{Xj =1 j X 2 = 1} = 1 — P{X 1 — — 1 I X 2 = 1} 

= 1 _ + I G _ £1 丨 ， I h—tl l< 1. 

综合可得 

J^x(r)= 

依维纳 - 辛钦公式，有 

•oo 

S x (co) ― i?x(r)e〜 r dr 

J 一 oo 

= 1 ( l - IrDe -^ dr ^- 5 ^ 2 ^, 

J_1 ( a )/ 2r 

例 13 设随机过程 X ⑴的相关函数是 J ? x ( r ), 功率谱密度 

S X ( QJ ) = 0* 丨 | 〉叫.证明： 

(1) R x (0) ~R x (t) < y R x(0)co^t z f 

⑵ P{ I |>}e< {co 2 c z 2 E[X 2 COJj/ e 2 , e>0. 

证 （ 1 ) 因为 I sina>r |<| | ，所以 

1 —coswr = 2sin 2 (o ； r/2) < aj 2 t /2. 

由题设条件，有 

〜 (0) — i?x(r) = ~ S x (ct>)(l — cos<wr)dr 

C 

1 r% 22 

L d w 

c 

故 尺 x(0) ~Rx(0) ^ -i-J? x (0)cwfr 2 . 

(2) 由契比雪夫不等式，有 
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J 1 ~l r h I r 1 ， 

1 。， I r |>1 ， 


P{| X(t + r) - X { t ) |>e><{E[| X{t + r) - Xit ) | 2 ]}/ e 2 

= 2[ i ? x (0) _ 心 ( r )]/ e 2 * 

利用题 (1) 的结果，即证得 

P{| Xa + r)-X(0 |>e} 

< U 2 r 2 K[X 2 ⑴ ]}/ e 2 , e >0. 

例 14 设随机过程 X ( f ) 的相关函数是 l ? x ( r )， 功率谱密度为 
S_y ( a >) = 0 ， I to I > a > f . 证明:对于 I r I < it / aj c ，有 

I 贫 ’x ⑻ \^Rx^0) — i? x (r) ^ ^ I i^ x (0) |. 

7C I 


证依照相关函数的性质，有 

l? x (0) — RxM 


广 


2 兀 ‘ 




S x (o>)(l — cosco) ^ 

cw— ^7 T * 


r<o Z 2 

C S X (co) 


CO 


c 


T 


參 


2 2ttJ 


w. 


O ) 


S x Cco)d 


2 


(O 


Wx (0) 


c 


及 R x (0) — R x ( r ) 


2 tc . 


(it. 


S x {co)(l 一 coswr)da> 


c 




S x C<o)2 sin 2 (^^)dan 

― bl Ci 


e 


因为 

所以 


sina |^| 2a/n | (| a tc/2), 


J ? x (0) — > 


丌 


2 ni 


r 




(o 2 S x ict))da) 


7 C 




又因为 

即 

故 


7T 


Eilx^oy} =-^ x (0)^0, 

^( X )<0, 

\<Rx(o)-r x m^4 mo) i, 
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第二节谱密度的性质与互谱密度 


主要内容 


1. 设{ X ⑺4 6 (-①， W )} 是均方连续的实平稳过程，则其谱 
密度 S X U ) 是 w 的实的、非负的偶函数，即 S x ( o >) 

2. 设(― oo , oo )> 是均方连续的平稳过程，其谱密 
度为 S x ( w ) ，相关函数为 l ? x ( r ). 若 

roo 

丨 R x (r) | dr < 00 ， 

J — OO 

则 S x u ) 与 i ^( r ) 是傅里叶变换对，即 

Too 

S x (o>) = J^ x (r)e"* J<wr dr, 

J 一 00 


R x ( x ) = ^ S x (( o ) e ia , T d ( o . 

—QO 

上式即维纳-辛钦公式. 

3. 设(― 00 , 00 )}和6 (―° 0 , 00 )}是两个均 

方连续且平稳相关的随机过程，则其互相关函数的傅里叶变换称为 
{X(0,te (-00,00)} 与 e (― CXD ， CO )} 的互 谱密度 ，即 


Sxy\(oJ 




roo 


l ? xy ( r ) e "" Ja , r dr » 


其中 

或 


K^y(r) = E[X(t 】） Y (£ 2 )]， r = — t 】 ， 

S^y(aj) = lim ~E["F x '(o>,T)PVU, T)] ， 


其中 F x ( o >， T ) 




r 丁 


一 T 


XiOe ^ dt ^ FyU ^ T ) 






YUJe ^ dt . 


■T 


4 ， S^y(co) = Syx (cy) ， Rxy( r) =z (r)* 

5_ Re[S；^y (oi) 和 Re[Sy^ (aO] 是 o ； 的偶函数; Im[^S^y (o>)] 和 
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Im [ S w U )] 是 w 的奇函数. 

6. 互谱密度与谱密度之间成立不等式 


| S^yCw) I ^ S X (w)Sy (o>). 

7. 若 i ^ y ( r ) 绝对可积, Z (0 = XU ) + Y (0, 则 

S Z (a>) = S X (.Co) + Sy (aj) 4" S^y (<w) + Syx (.oj) 

=S x U) + Sy (⑴） + 2Re[S xy (a>)]. 

8. —个均值为零、功率谱密度在整个频率轴上有非零常数， 
即 =- S 。 ， 一 CO < 0 < CO 的平稳随机过程 { X (0 e 称 

为白噪声过程，简称白噪声.其相关函数为 


RxM 


s 0 e j<OT d 


s 0 o(r). 


9,带白噪声 e T } 的谱密度仅在某一有限频带上取 
非零常数.如低通白噪声谱密度 


S x (a>) 


Sq ， CO I f 


0, 


a > |^> 


⑴ 1 


相关函数为 


R X M 


知0>1 


sm cviT 

a)\T 


只尤(0) = = HmR ^ ( r ) 


^0^1 


疑难解析 


i . 维纳辛 钦公式有什么意义？ 

答维纳-辛钦公式又称为平稳过程相关函数的谱表示式，它 
揭示了从时间角度描述平稳过程 x ( o 的统计规律与从频率角度 
描述 X ( r ) 的统计规律之间的联系.实际上 j / aO 和 &(!•) 是一个 
傅里叶变换对. 

顺便说明，关于谱密度的计算，包括由相关函数计算谱密度或 

265 




由谱密度计算相关函数，是计算正逆傅里叶变换的问题，可以直接 
计算积分，也可以利用傅里叶变换表査出.表 7. 1给出了几种常见 
的相关函数与谱密度函数的变换. 

表 7. 1 


相关函数 谱密度 



=€ -< *l r lcos<wor 






续表 



答（自）谱密度 S x ( o >) 表示平稳过程 { XU )，£6 T } 的平均 
功率关于频率的分布，而互谱密度没有明确的物理意义，引入它主 
要是为了能在频率域上描述两个平稳过程的相关性. 


3. 当 { X (0 (一和 { YU ) (-00,00)} 是两个 

均方连续的平稳相关随机过程，且互相关函数绝对可积时，若 
Z ( t ) = A： ⑷ +Y ⑺，则 

S Z M = S X M + s y (») +2 Re [ S»l 

那么一般情形呢？ 
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答当 X(z) 和 Y(0 是随机过程而不是平稳过程时， Z(0=X 
⑴ +Y(0 有可能是平稳过程.如 X(0=A(0coscu^y(0=B(0 
sin o^， 在 A ⑺与 是独立平稳过程且均值均为零.相关函数 
相等时， X(f) 与 Y(f) 不是平稳过程，而 Z(t) 却是平稳过程，当X 
(0 和 y ⑴是平稳过程但不平稳相关时，也可能是平稳过程. 
此时，不能用上式而只能用维纳-辛钦公式计算互谱密度. 

4 . 白噪声有什么意义？ 

答白噪声是一种理想化的数学模型，实际上是不可能存在 
的.它来源于白色光，可以分解为各种频率的光谱，功率大致是均 
匀的。但它具有数学处理简单方便的优点，常用来作为许多现象 
(能定义多种白噪声）的近似模拟. 


方法、技巧与典型例题分析 


在计算相关函数、谱密度和互谱密度时，常常用到傅里叶变换 


和 S 函数的一些概念与性质，对于没有学过积分变换课程的读者 
来说，应补习一下这方面的知识.同时，对某些较简单的积分可以 
利用傅里叶变换表直接査出结果. 

例1 设平稳过程€ (― oo，a>)} 的谱密度 


S X ((o) — (1 + 卬 2)2 ， 一 °° ^ °°. 

求相关函数 R x (r) 和平均功率成. 

解法 1 若平稳过程 e T} 的相关函数是 z?y(r) = 



故 


，则其谱密度 Sy (o>) = 

Sx u) = a+jy 

= RyM *i?y(r)= 


. 由于 

=[Sy(£W )] 2 ， 

i r°° 

丄 e - ⑵ e _lr - Z| 

4" _ —oo 
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当 r>0 时，上式化为 


RxM 


4 


mtm 

° e z e" (r ~ Z) dZ + 

r e^ z e' (r ~ Z) dZ+ 

F*oa ■ 

e _2 e (rZ) dZ 


—oo - 

o - 

r - 


e _r + re _r + 4e~ r 




4 


(e~ r + re" r ). 


又因为 


R x i _ r) = j( e r — re r ) ， 


roo 


Rx(-t) 




2 itJ 


2 iz 


S x (o>)e Ja,r d 


0) 


roo 


S x ( — a>)e"^ r d ( —⑴） 




2 丌」 


S x (co)e^ r dw = R x M, 


故 


R x (r) = -j(e Hr! +| r | e Hrl ) ， —oo< r <c«. 


于是 <p 2 x = 只 x (0) = 1/4. 

解法 2 利用复变函数的留数定理来求 . 


roo 




-oo (1 + a > 2 ) 2 

d 


e^da>( 上半平面有二级极点 j) 


2 kj 


d 


(0) — j) 




( a / + 1) 


e 4 


a/T 


2 普看 


e 


27^(( r + re — r )， 


所以 

若 r<0 , 令 


R X M =+(e— r + re— r ). 


CO 




Z ， 得 


roo 


(1+ a /) 2 




(O 


roo 




(Z 2 + l) 


e H2r dZ 


2 xj 


j 2 r 


^ ( Z - j )2 (# TI 7 


= 2^ T ( e f - reO , 
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即 


R X M = (e r -re r ). 


综合可得 i? x (r) 




士 (e - 1 rl +M e Hrl )， 一o;<r<a) 


故 ip 2 x = R x ( 0 ) = 1/4, 

解法 2 用到复数函数孤立奇点是极点的留数计算第二法则. 
例2 设随机过程 X(0 = AcosUv + 0) .其中如。和 A 是常 
数，0是在 (0,2 tt ) 内服从均匀分布的随机变量. 


(1) 利用式= lin ^ 


T 


£[X 2 ⑴] ck， 求 X(i) 的 功率; 


_T 


(2) 利用 S X U) = lim E[ 1 X }J：° □ ，求 X(0 的功率谱，并由 

T-«o Ct I 


式 A 


2 丌 . 


roo 


S x U)dcu 计算功率. 


解 （1) 由均方值定义，得 
E[X 2 (0] = E[A 2 cos 2 (0^ + 0)] 




4! 


£[1 + cos (2 o ^ + 2@)] 


A 
2 


2 




+ 4" cosC2o) 0 ^ + ^) — 

u « o 7 C 




A 


2 




于是 


4 = l iTn . 


r-^oo ZiJ 


T 


E[X 2 (0]di 


■r 


4! 

T - 


(2) 依定义，有 

rT 


X T U ) 


rT 


XCOe^dt 


T 


Acosia) 0 t-\-@)e~ iwt dt 




-T 


— A-r-Je sin[(a; —a^)T] » sin[(a; + an>)T] 

— e 7 rrp r /we z ； ， 

\ 0 ) — 0 )q) 1 KCO^COq) 1 


E[| X T (a>) I 2 ] 


E 


sin[(g> —6 ej 0 )T] + ^ sin[(gj + a>o)T]] 

(a) — a> 0 ) 了 Co) _ coq^T 


2 


A 2 T^ ( Sa 2 [(a> _ co 0 )T]j + Sa 2 [(aj + 0> 。）了 ] 
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Sa [( o > _ coo ) T \\ Sa\^{co 



OJo 


)T] 


K 


cos 2 * 




0 


按照功率谱定义，并利用 Urn 


T 


T^qo 丌 


sin (aT) 


aT 


S(a) ，得 


S x (a>) = lim 


El \ X T ico ) 
2T~ 




7r[S(a> — a>o) +S(aj + a > 0 )]， 


于是，所求功率为 


4 


2 丌 , 


A 2 

^~7C[S(oj 一 a>o) + + a> 0 )]da^ = 


例 3 若随机过程 Xit ) 的样本函数可表示为 

oo 

X ⑴ = 令 + yj [a 0 cosw^o (^ + ) +6 n sinna> 0 (^ + ^)]? 

乙 n=l 

其中山 是在一个周期内均匀分布的随机变量 ，七， 是常数.求 
Xit ) 的功率谱密度&(如). 

解将 X ⑴ 化为复指数形式，即 


oo 

X (0 = 2 F„e^。 (出 0) ， 

n= 一 Oo 

其中 F 0 =|, F n = |u rt -j6 w ), F„=K：. 

依相关函数定义，有 

R X M = ElXit) X (^- r )] 

oo oo 

=E[ 2 F 产。 ( 出 。 ）2 

— oo m; 21 一 oo 

oo oo 

= £ [ 2 S ⑽。) 

n= 一 oo i7t= — oo 


因为 

取，)(出0>] 

= 0, 

所以 

RxM = 2 1 ^ 



?rt= — oo 

按照维纳-辛钦定理，得 
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S x (OJ) 


R x (z)e^ WT dr = 2tc 2 | F m \ 2 dico — maj 0 ) 


oo 


2 tz I F 0 | 2 + 2 兀 2 丨 F m | 2 [S(co — + S(<^ + W6； 0 )] 


■W 

= ~flo + 号 ^ ( a : + M )[5( o > _ mcoo ) + S ( a > + ? ncy 0 )]. 

乙 ^ m-l 

例 4 实平稳随机过程 U ⑴， f G T } 的相关函数 i ? x (7 T ) 
jcosco ^^-^ e ^ ，求谱密度 S x ( co ). 

解依维纳-辛钦定理，有 


S X (co) 


a 


cosa>i re— wr dr + 


roo 


lrl -~ ift,r dr 


e e 


na 

T 


C^CoJ — OJi) + + 



a _ ]co 


e 


Co — jw ) 


0 



+ jo> 


e 




0 


na 


[ S ( o > 


2ab 


2 


CO X ) + S ( a >+0) i )] + — 


例 5 设平稳随机过程的谱密度 S X U ) 


2Aa 


2 


7 c 2 ( oi 2 + a 2 ) 2 


，求相 


关函数 l ? x Gr ) 及平均功率 4. 

解 S x ( o >) 的形式比较复杂，可用复变函数的留数来解. 


RxM 


Aa 


2 


■ 


丌 J—oo (a/ +fl 2 ) 


d 


0)9 


因为 


e* 


\\t\Z 


(Z 2 -ha 2 ) 2 


在上半平面只有一个二级极点 ^ 


Res 


e 1 


tr!Z 


( Z 2 十 a 2 ) 2 ’ 


a ] 


* 1 +1 a 丨 r —(dir 
1 ~2?~~ 


故 


R X M 


Aa 


3 


丌 


2icj • (—j) 


1+1 a 
2a 3 


e 


一 lal 


A (1 +| a I r ) -\a\ T 


e 


TC 
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于是 < = (0) = A / tc . 

例 6 设平稳随机序列的谱密度为 


Sx ( w ) 

求相关函数 i ? x ( n ). 




a 


\ ^—<p 


e 


—JCU 


9 l< 1’ 


解因为 


R x OO 


■■■^ I 1 

2kJ 


it 


r 


S x (co)^dco 


n 


2 丌 




71 


a 


IT 


1 — <p€ 




(X) 


砬 p 一 

2XJ -TT 1 — 


COS Tko 


r 

2 <p cos ( o ~\~ <p 


d 


O ) 




利用留数计算定积分 二 7 

J — it 丄 乙 (p COS (i) (p 


，化为复变函数积分 


r% 


< p ^ IZI 


Z " 


dZ ， 


i ( Z ~ l/<p){Z — <p) 

当 I 炉| <1 时，是 I z I == 1 内唯 一 极点 

Res[l?(Z)p] = --- = 




(Z — l/<p) <p — 1 


所以 


fH-l 


而 




. JE 

<p <p — 1 

jsin?to 

n 1 一 2<pCOSO) H - (p 


2兀] 



n 




? 


2 


do )=0, 


故 


7T 


COS7ZOJ 


于是 


R x in ) 


« 1 一 2<p cos co-^tcp 

2 o n 

a 

= — • - 7 

2 tt 1_ 


d 


(O 


2 iz ( p n 
1— 2 _ 


a <p 


n 


71 :== 0 ， 1 ， 


L I L f 

^ (p 1 — (p 

例 7 设 { X (0 ，t 6 (—〜，〜)） 是均值为零的正交增量过程， 


E [| Xit z )-XitO | 2 ]=| t 2 ~ t , = XCt )- X ( t - l ). 

证明： { y ( o，f e c - oo ,^)} 是平稳过程，并求出 s y u ). 

证 因为 E [ Y ^)] = E [ X ( j ：)~ X (^-1)] = 0-0 = 0, 
Ky(f + r,0 =ElYU + r) Y(0] 

= E {[ X(i + r )- X(f + r - 1)][ X (0- X (/-1)]}, 
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利用增量在不重叠区间间隔时正交的性质对 r 进行讨论 ，得： 

若 I r | > 1，则 + r ， f ) =0; 

若 0< r < l , 则 

R Y U ^- T , t ) 

= £：({ lX(t + r )~ X ⑴] + IXU ) - X (^ + r - l )]} 

- {[ X (0 - XU + r -1)] + LX(t + r - l )- X ( r - l )]}) 

- E {[ XO )- Xa - t - r - l )] 2 } = 1- r ; 

若 一 l < r <0, 则 

■Ry ■(龙 + r ， i ) 

= E({[xaH-r)-xa-i)]+[xa-i)-xa+r-i)]> 




{[X(0-X(f + r)3 + [X(i + r)~ Xit -1)]>) 


E{[xa + r)-x(r-l)] 2 } = 1 + r. 


所以 


J? y (r) 




1-1 r U M<1 ， 

Irl ^ l , 


0, 

E[Y 2 (t)^ = RyW<<^, 

于是，可以确定 Y (0 是平稳过程，其功率谱 


Sy(oi) 


roo 


RyMe^dv 




(1 — r)coscor dr 


(1-1 r |)e H " r dr 
2(1 — cosco) 


0 


0) 


例 8 设随机过程 U ⑴，丁}与 e T } 平稳相关， 


其互谱函数是 


Sxy (cu) 


a 也， 



c 


0, 


1 CO I c y 

其它， 


其中 c > Q ， a ， b 为常数，求 RxyM . 


解依定义，有 


^( r ) 




2 tc , 


roo 


SxyC^^daJ 


2 tc 








c 
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Ttcr 


2 


k * 

oXt — b)sincr + 6cr cos cr 


例 9 设 X (0 和 Yit ) 是两个平稳随机过程，证 明： 
Re{Sxy(cu) } = Re{Syx(a>) } ， Im{Sxy(a>)} =一 Im{S^(o>) }• 

证先求出互相关函数的关系 

RxyM = E [ X(^)Ya + r)] =^(-r)» 


依维 纳—辛 钦定理，有 


Sxy (⑴) 


roo 


roo 


i ^ xr ( r)e iafr dz 


Ryx ( — r)e }mT dr 


roo 


所以 


尺 yx ( r ) ~ Syx ( w ) ? 

— oo 

Re{Sxy(a^)} — Re{S w (o ；)}， 

ImiSxyCw) } =— ImiSyx ( oj ) }. 

例 10 RX ( t ) mYU ) 是两个相互独立的平稳过程，均值 
与均不为零，令 Z ( t ) = XU ) + Y ⑴，计算 Sxy ( a >) 和 


解按照维纳-辛钦定理，有 


Coj ) 


roo 


Rxy dr 


Pi 


[Cxy(r) +?n x my]e Jatr dr 


m x m Y 


roo 


e~ Jwr dr = 2wn x m Y h{ay) ^ 


( o 0 


roo 


roo 


尺 xz( r ) e 〜 r dr 


[ Cxz ( r ) — b r dr 


roo 


roo 




C ^ Cr ) + Cxy ( r ) — Tn x {mx + mY)]e〜 r dr 
[J? x (r)+i?xy(r)]e H -dr 


= Sx(<o) + Sxy Cw) — S x Cco) + 27rm x m y S(co). 

例 ii mxioae 了}和 { y ⑴，: n 是均值为零的实平 

稳过程，已知 K x ( r ) =^(10，及灯0) =— 只灯 (一 r ) ， 证明： 

Z{t) = X{t) cos CO 0 t-\rY it) sinojo ^ (⑴。 是常数） 


是平稳过程. 
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证依定义，有 

E[ZO)] = cosa> 0 i£[X(O] + sino> 0 t£[Y ⑴]= 0, 
Rzit ^ ra ) 

= E{[X(t+ r)cos(o> 0 ( + a> 0 r) + + r)sin(oM+ o> 0 r)] 

• [X(£)cosa> 0 i+ Y(i)sina> 0 i ]} 

=i? x (r) cos co o r — Rxy ( r) sin a> 0 

所以，与 i 无关，只与 T ： 有关. 

E[Z 2 ( 0 ] = K Z ( 0 ) -i? x ( 0 ) <oo, 

从而，过程符合定义， z ( o 是平稳过程. 


roo 


S z ( a >) 




roo 


roo 


^ zC ^ e^dr 


尺 x (r) cosa;。r e— Jair dr+ i^xv (r) sitiou 0 r e~ i<ur dr 

J 一 oo 

R X M 4(e"^ r + e j ^ r )e~ j ^dr 


roo 





RxyM 去 （ff —e 〜 Oe 〜 r dr 


2j 


[ S x ( a > + a > 。 ）+ S x (⑴ 


a>o 


^^[SxyCoj — qjq) — Sxy(co +CO o)1> 

例 12 随机过程 X ( t ) 具有如图 7. 3所示的样本函数,是常 
数，£。是在周期 T 内均匀分布的随机变量 .求： 



a 







■ 



to 

o 



T+to 




— a 

— 




图人3 

(1) X ( t ) 的功率谱密度 S x ( a ;); 
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(2) 当 Y ⑴ =a + XU ) 时的 S Y U ). 

解 a ) 先将 xco 展开成傅里叶级数形式 

oo 

x ⑴= 2以、叫， 

n = _ OO 


其中 


1 rV2 t 

F n =^ XiOe-^dt = 

1 J -T/2 



依相关函数定义，有 

R x (t) — E[X(t)X(t—r)3 

= £[2 F "，。—。 1 2 : F ： e + V —。): 

n ——oo n =—oo 

= z[E 

n — — oo m ^^oo 

= E if 」 2 ，. 


再依维纳-辛钦定理，得 

oo 

_oo — __ 

S x iai ) = RxMe^dr = 2tc 2j I ^ 1 2 S ( ⑴ —mw 0 ) 

J OO JH~~~ oo 

=2 -^2sin 2 (^7r)s(£t> — ?wa>o)* 

兀 m \ 2 / 

(2) 对 Y (0 =a + X (0, 有 

JRy(r) ™ ECYXdYXt _ t)~] — E{[a + X(Ol[a + X{t 一 r)]} 
=a 2 +aE[X(0] + flED^—r)] + £D ： (OXO—r)] 

= a 2 + J ? x ( r ). 

再依维纳-辛钦定理，得 

foo 

Sy(aj) = J?y(r)e"" Jwr dr = 2 ro 2 2 S(a>) + S x (cu) 

J —oo 

= 27ca 2 S(6t>) + 2 sin 2 — mcoo\ 

兀 m= =-oo m \ ^ / 

例 13 设平稳过程 X (0 有有限的均方值，功率谱密度是有 
理函数 
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S x (,co) 




(⑴ _ ai ) ( o > — az ) (co — a ^) 


U _ ft ) (⑴ 一 ft) … U — ftf ) 
其中 AT 和 M 是偶数，证 明： 

(1) S x (w) 是实的偶 函数； 

(2) C 为 常数； 

(3) 具有非零虚部的 a , 和 ft 共轭成对出现 

(4) 对任意 a>，：S x U) >0； 

(5) 分子若有实根，则必为偶 次的； 

(6) 分母没有 实根； 

(7) N<M. 

证 a) 依维纳-辛钦定理，有 


(⑴一如）， 


S x (co) 


R(r) coscu rdr — R(r) sin cu rdr. 


因为只 (r) 是偶函数，所以第二个积分为零.从而 S x (co ) 是实的偶 
函数. 


(2) limS x (aj) = limGw 


W 面 *°° 


当 ^ 00 时， Sx (Cti) 

常数. 


P jv-m (1 ~cti/co)(l —g 2 /co)***(J —g N /ai) 

£ (1 — — 爲 / W ) … (1 — j ^ f / co ) J 

Cco N _ M . 因为 S x (cu) 是实函数，所以 C 为实 


(3) 不妨以零点为例，设 A 二七+办= ， a 2 = a z -\-]b z 

= ，则 

ioa _ ai )(<y_or 2 ) — (o _[(q +a 2 ) +j(6i +6 2 )]a> + r 1 r 2 e iWl ' W2) ， 
当且仅当 6i = _ b 7 ^6\ — _ 泛2,即 cti = 石时，上式为实数，故命题成 
立.对于极点的讨论与之类似. 

⑷依定义知， S X U) >0. 

(5) 设 a, 为一个实数，则当且仅当含 a, 的因式为偶次时，对任 
意的 w 有 SU) >0. 否则当 W a ，和 w > a, 时， S x ( w ) 有不同符 
号，与 S x (o >)>0 矛盾. 


(6) 因为均方值式有限，而4 


S x (CO) d 60 . 故若 S x (co) 
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分母中有一实根，当积分路线经过此点时，积分成为奇异的，与假 
设得出矛盾 . 

(7) 因厂存在，应用 1_ S X U ) =0•当 o ； 很大时， 

J 一 oo 

由题 (2) 知心(0>)〜 C / w M i v ，要使极限式成立，应有从>况又由 
题 (3) 知， M ， iV 均为偶数，故必有 M>iV + 2. 

例14 随机过程 Y (0 是由一个各态历经的白噪声过程 X ( i ) 
延迟时间 T 后产生的.若 XU ) 和 Y (0 的谱密度是 S 。 ，求互相关函 
数 i ^ y ( r ) 和尺 vx ( r ) ，以及互谱密度 SwU ) 和(^). 

解依定义 RxyM = E[X(0 Y(i-r)] =Ryx (~r), 

其中 Y ( i + T ) = X ( t ). 由此得 

Y ( t ) - XU — T ), YU-t) - X ( t ~ r ~ T ), 

Rxy ( r ) = E [ X ( t ) X ( i - r - T )] = (- r ), 

E [ X ( t ) X ( t - r - T )] = R x ( t + T ) 9 
所以 R xy M = R x ( r + T ) - S 0 S ( r + T ) 

Sxy(co) = jRxy (r)e""^ r dr 

J — c»o 

_oo 

- S 0 S(r+T)e" iwr dr = S 0 e j ^, 

J — oo 

~oo 

Sxv (⑴） = RyxMe^ dz 

J — oo 

繹 oo 

= s 0 §(-r+ T)n = S 0 e H ' 

J — oo 

R ^( T ) — R X ( Q ) = ( T ) , 

图形如图 7. 4 所示. 



T r —T O 
图 7.4 
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第三节平稳过程通过线性系统的分析 


主要内容 

一 、线性时不变系统 

1. 满足下列条件的算子称为线 性算子 .若: ^(0 = L [^ a )], 
y z U ) =乙0 2 (0]，对任意常数《，/?，有 

L[ari it ) +^ x 2 { t )~\ — aL^Xj ⑴] +pL[x 2 0)] 

= ay ^( t ) -\- py z 0 ). 

对于一个系统，若算子 L 是线性的，则该系统称 为线性系统. 

若以 xit ) 表示系统的输人信号，以： y(£) 表示系统的输出，有 
关系式；V⑴ =LDc ⑴]成立，则 L 表示系统的0：⑴的作为，是对 
工 (0 运算的符号，称为 运算子或算子 .L 代表各种可能的数学运算 
方法. 

2. 若 L 为线性系统的算子，并对任意的时间平移 r>0, 有 
yit + z ) - lXr(( + r)]， 则称该系统 是线性时不变系统. 

3. 设 L 为线性时不变系统，如果输人为一谐波信号 o:(0 = 
#，则输出为 y ( t ) - H(jo；)e^. 其中 H(jo,) 一般是一个复值函 
数，称为系统的频 率响应函数. 

4. 设 L 为连续的线性时不变系统，并具有频率响应 H(jo>) , 
则当输入为 x(0 时，输出： yO) 为 

= h{t — s ) X ( s)ds = h ( r ) X(t —r) dr? 

%J — OO —*00 

1 r 00 

其中 hit ) HQco )^ dt . 

ZttJ — oc 

如果输入 xU ) 是一个单位脉冲 S ⑺，则有 
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y(t) = h(t—z)^(s)d$ — h(t). 

J —DO 

MO 可以看成系统在输入一个单位脉冲时的输出，称 为脉冲响应. 
脉冲响应与频率响应构成一个傅里叶变换对. 

对于一个线性时不变系统，如果系统的脉冲响应可积，即 

00 |/^)|心<〜，则这个系统是稳定的. 

J — OC 

5. 设输入*2:(0、输出 yU ) 和脉冲响应 / i (0 都满足傅里叶变 
换条件，它们的傅里叶变换分别为 XU )， Y ( o >) 和 HU ) ，则有下列 
傅里叶变换对： 

X(oj) = YCcu) = y(t)e~ ia,t dt f 

J — oo J ——CO 

< < 

1 厂 00 roo 

x(t) = — X(cv)e }ajt dcv, y(t) = Y (⑴） e jwf cU ， 

、 Ct 71l*/ — OC I J 一 oo 

H(w) — /i ⑴ e——ck ， 

J **-oo 

< ^ 

h(t)= 条厂 一 do ;， 

^ — oo 

且 y(co) = HU)XU) ， W) = XU)HU)e w dr, 

乙 7 ZJ — OQ 

这里， HU ) 也可以写成 H ( jco ). 

6. 如果输出： y (£) 在时刻 i 的值只决定于时刻 r 的输入 xU ) 的 
值，则称该系统 为瞬时系统 . 

不是瞬时系统的系统称 为动态系统 . 

一 个系统在时刻（的输出完全决定于在 [>— T ， i ] 区间的输出 
值(: T > 0) ，称这个系统为记忆时 间为了 的记忆系统. 

在^时的输出 ^(0 值仅与过去(包括现在）的输入值有关，而 
与将来的输入值无关的系统称为可实现(或有因果性）的系统，即 

hit ， t) = 0 (r 〉，)• 

如果动态系统的输入、输出是连续时间函数且可用一组常微 
分方程来描述，则称之为集 总参数、连续时间的动态 系统； 如果输 
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人、输出是离散时间函数，且可用一组差分方程来描述，则称之为 
集总参数、离散时间的动态系统. 

线性、集总参数的动态系统的输人、输出关系可用卷积函数来 

描述，即 3^) = 厂 AG ，： r ) xG :) d r ， 其中 — r )} 表 

示在 r 时输入端加以冲激信号而在 i 时输出端的响应. 

7. 对于时不变的线性动态系统，有 — hit - r ), 
即时不变、线性动态系统的冲激响应仅与时间差 U - r ) 有关. 

对于线性时不变、具有因果性的动态系统，有 

y (0 = L { a :( t ) } = hit — r )^:( r)dr = hit — r )« r ( r ) dr ， 

J —»OG 4 / —oo 

即输出为输人函数与系统冲激响应的卷积. 

二、输入与输出之间的联系 

1. 设 L 是线性时不变且对均方收敛连续的系统，则 

(1) 当输人 XW 是实平稳过程时，输出 YQ ) 也是实平稳过程; 

(2) X (0 与 Y (0 的随机谱函数之间有关系 

(o>) — (m )； 

J -— co 

( 3 ) x ⑴与 y < o 的谱函数之间有关系 

Fy(w) = I H(jm) 1 2 dF x {u). 

J — oo 

谱密度之间有关系 S y U ) = I H ( j ^) 1 2 S X U ). 因为 HQoj ) 是系统 

的频率响应函数，所以称 I HC ]( o) 1 2 为系统的 频率增益因子或频率 

传输函数. 

2. 设{ X ⑴，(― oo , oo )} 的均方连续的平稳过程，其均值 
为 m x ，相关函数为 R X M ，则输出过程 

YU ) = [°°/ i ( r - r ) X ( r)dr 

Jo 

仍是平稳过程，其均值和相关函数分别为 

m Y { t ) = m x h { u)du = 常数， 
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R y i + r) = R y (r) = R x (z^ u~{-v)h(u)h(v)dudv^ 



上式也写成 ( 6 ，, 2 ) = ^YX (^1 ^2 ~ u)h(u)du^ 


或 


Ry { t 1 jt 2 ) — i?xy (^1 — u ^2 ) h { u ) du . 


R x (r — w + 77 ) 也写成 JR X U — — zO . 

3 . 设 L 是线性时不变且对均方收敛连续的系统，若输入 
xu ) (― oo < f < oo ) 是均方连续的平稳过程，则输出 yco 也是平 
稳过程，且 X ( 0 ， YQ ) 平稳相关，其互相关函数与互谱密度分别为 


^xyM = h(u)R x (i: — U)du ， 

%J — oo 

SxyCo}) = H(.]co)S x (co). 

其中 S x u ) 是 X ( f ) 的谱密度， A ⑴是系统的脉冲响应函数， 
m ] co ) 是系统的频率响应函数 a ( w ) 的傅里叶变换. 

三、多个平稳过程之和的输入与输出之间的关系 
设系统的输人义⑴=不⑴ + x 2 ( 0 是两个平稳相关的随机 
过程之和.若系统是时不变的，则输出 y(o = (o + y 2 ( o ，且 

E [ Y ( t )^\— ( mX 1 + mX 2 )f / i ( w)dw = 常数， 


r y ( r ) = E {[ y L co + y 2 ⑴] [ y ! (q + r ) y 2 (£ 2 + r )]} 


R y ( r ) +i?y ( r ) + R Y Y ( r ) + R YY ( r ), 


其中 ( r ) 




R x x ( r+wi — U2 ) h ( ui ) h ( u 2 ) duidu2 ^ 


RxyM = Rx, 


V, 


( r ) + Rx 2 y 1 M + R Kl y 2 M + R Xz y 2 ( r ). 


若 K x ( r ) 绝对可积，则有 


S Y {a>) = I H(joi) 1 2 [S Xi (o>) + S；^ (oO + S'' Gw) + Sx 2 x x (⑴) ]; 

若 i ? xy ( r ) 绝对可积，则有 

Sxy ( o ;) - H ( j ^)[ S Xi ( co ) + S A ' X2 U ) + U ) + S X2 U )]. 
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疑难解析 


1. 怎样理解一个线性时不变系统的输入与输出？ 

答设一个线性时不变系统可以用微分方程 

（0 + …+ a n XU ) = Y (0 

来描述，其中 v ( o，t e (― co ， co ) 是平稳过程， a 。 ，〜，•••，〜是常 
数，则随机过程 

m t 

XU ) = h ( t ~ s ) Y ( s ) ds , — OO 〈 I〈00 

是微分方程在(一〜， 00 ) 上的唯一平稳过程解，其中 HU ) 是脉冲 
响应函数. 

对比之下，即知当输人是 y ( o 时，微分方程的解即为系统的 
输出. 

2. 频率响应函数有什么意义？ 

答对线性时不变系统输入一谐波信号0：(£) = 时，输出 

为： y ⑴= L [ 少 1 ] = H ( j w ) e Wl ( HQa >) 也写成 H ( o >)), 也是同频率 

的谐波，只是振幅和相位发生了一些变化.而 HQco ) 反映了这个 
变化，称为系统的响应函数.如果将 HQoj ) 表示为 HQco ) = 

，则 | AU )| = |讯〗0；)|称为系统的振幅特性，仇0；)是 
H (( j w ) 的幅角，称为系统的相位特性. 

3. 说明线性系统的输出过程 YG ) 的相关函数的意义和求法. 

答当输人平稳过程； ao 的相关函数是尺 〆 !"）时，输出过 

程： y ⑴= Mt — lOXCDdr 的相关函数 

J 一 OO 

roo roo 

^ t 2 ) = h ( u ) h { v ) R x ir — u ^ rv)dudv 

J -— oo 

— RyM (r = — i 2 ) - 

显然，相关函数 ( r ) 只是时间差 r = & — 的函数，所以说 
明输出过程 V(0 是平稳的.并由 ( r ) = ( r ) * A ( r ) 知，输出 
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过程 vet ) 与输人过程 x ( c ) 之间还是联合平稳的. 

同时，还可以得出 

^Ry(r) = 尺 ; c(r) * hiz) * h{ — r). 

所以，输出相关函数还可以通过两次卷积产生.第一次是输入相关 
函数 K x ( r ) 与脉冲响应的卷积 J ^( r )， 第二次是馬 x ( r ) ^ hU ^ r ) 
的卷积(见图 7. 5). 



图 7.5 

方法、技巧与典型例题分析 


本节的例题比较复杂，很多是实际应用问题，要与物理、电工、 
声学等知识相结合，计算的量也较大、较复杂.所以，一是要牢记公 
式，二是要认真分析题设，从条件中寻找依据寻求方法，才能简捷 
地求得正确的解. 

例1 验证下列线性系统是否线性时不变 系统： 

(1) 如果系统 L 对于任意的？，都有 

: y(i) = L[x ⑴ ]= %( 尸 ; 

(2) 如果系统 JL 对于任意的都有 


y{t) — L[^ ： (0]= hit — s)x(s)ds — x(t) * hit ) ； 

(3) 如果线性系统 L 对任意的 i ， 都有 

yit) — L\^x(0~]= [ 工 ⑴] 2 . 

解 用定义验证是否线性，是否时不变. 

(1) 因为 


L 


n 


〉 y (i) 


d 

Jt 


2 叫: “，) 


k=\ 


tt 

sr\ 

i = 1 


a k 


dx k {t) 

dt 
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n n 

= 2从[工“，)]= S a w ⑴， 

k=i k^i 

所以， l 是线性的.又 

r r I \ n drQ + r) dx(t + r) d (乙 + r) 

L [ w 十 r )]= dt = ~^ q-y • -^ 7 — 


dx(t + r) 

d(t + r ) 


— y(t + r) ^ 


所以， L 是时不变的 . 故 L 是线性时不变系统 . 
(2 ) 因为 


L 


n — 

⑴ 


k—i 


roo 


hit 一 


n 


^ a k x k { s ) 


是 =1 


ds 


n 


s 

Jb = 1 


roo 


A 


h{t — s)x k {s)ds 




n 


rt 


ZjCi k L^x k {t)^ Z^a k y k {t), 


^=1 


k^i 


十 r)] 


roo 




h{t — s^xis + r )ds (令 u — s^t) 


™oc 

= h{t + z —— u)jo{u)du = yit + r) ^ 

J — CO 

所以丄 是线性时不变系统. 

(3) 因为 

⑴ + a z x 2 ⑴] 

= [ajX! (0 +a 2 j ： 2 (t)] 2 

— a\ [x! ⑴] 2 + 2a l a 2 x l {t)x 2 it) +^[^ 2 ⑴] 2 ， 

但 a x L\_x x ⑴ ] +a 2 L[j ： 2 (r)] — ⑴] 2 +a 2 [: c 2 ⑴] 2 ， 

故 LCajXi it) + a 2 x 2 ⑴]# ⑴ ] +a 2 L[:r 2 (Z)] ， 

所以， l 不是线性时不变系统. 

例 2 设系统的输出 与输入 x(0 有以下 关系： 


Tl 


E 


a 


：0 


⑴ 

df 


ITL 

2 > 

k^O 


d k xit) 

~ d ?~ 


(n m\ 
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取初始条件使齐次方程 t ； A = 0 的通解中所含任意常数 

1=0 df 


为零.求系统的频率响应. 

解可依定理求解，但用傅里叶变换求解更简单. 

对题给方程两边进行傅里叶变换，并利用初始条件，可得 

( jaj )> y ( aj ) (微分性质）， 


一 oa 


d k x(t) 

d 7 


e 


wi dt^ {}u>) k X(co), 


故 

移项，得 


所以 


例3 


n 


J]a t C)coyY(aj) = ^b k ( } co) k X(co). 


Y(co) 




in 

X(a>) ^ h k (jo;) 


k =0 


n 


2 d 




H(]aj)X(cv), 






?n 


k 




n 


求图 7. 6 所示 i ? C 电路系统中的频率响应. 





y (0 



图 7. 6 

解设输入为 * r (0 ，输出为: y (0 ，: y (0 即电容上的电压，设回 
路电流为〗，则由关系式 


设 a 


'• = q dy(f ) ， RC +)0) = x(0 ， 

< dt => J 

<x(t.) — iR yU ), 气 ? + 盖 ) ⑴ = 是工 ⑴. 

=1 ARC ， 即得一阶线性常系数微分方程 

ay (0 = cucit ), 
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所以该系统是一个线性时不变系统.令 xQ ) == ，可解得: y ( f ) = 

一，所以系统的频率响应为 

a 十 ]co 

HQw ) = 

a 十 j ⑴ 

例4 某系统的输入 xit ) 与输出 yit ) 之间有关系式 

y { t ) = e _(8( t ~ s ) x (5) d5 , j9 〉0. 

J — oo 

求系统的脉冲响应函数 hit ). 

解依定义，有 

jy (/) = 

当£二0 时， / i ( i ) 没有定义. 

例5 设线性系统 H ( jo >) 的输入是平稳过程 x (0 ，功率谱密 
度是 S X U )， 输出是 Y ⑴. 

(1) 求误差过程 E { t ) = Y ⑴一 X ⑴的功率谱密度函数 

Se ( a >) ; 

(2) 如图 7. 7所示，设输人到似：电路的是一个二元波过程， 
求误差过程 ECO 的功率谱密度 S E ( oO . 

工 （0 R 


图 7 . 7 

解 （1) 依相关函数定义，有 

R e M = EilYU) - X(OTYU-z) - X(^ -r)] 

= J?y (r) +_Rx(r ) —尺 xv(r) — i^Yx( r ). 

因为 S y U ) = | H ( j ^)| 2 S x U ), 

Cw) = H (jcti) Cco) ? S；fy Ca>) = l~f (ja>) Sx(to ) ， 
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e~^ ) S(s)d5 


0, 


< 0 , 




, t >0. 




所以 S E ( W ) = I H ( j W ) 1 2 S X ( W ) + S X U ) - H ( jco ) S x ( co ) 

- HQco ) S x (< o ) 

= | H ( iw )- l | 2 S x U ). 

(2) 由例 3 知， RC 电路的 H (^) =— fr-， a = ^ .又由第一 

a 十 jo ； KC 

节例 12 知，二元波过程的功率谱密度 S x ( a >) = ,二靜2 ,所以 

S £ U ) = | H ( ja ；)- l | 2 S X U ) = 4 - si 〒 2 ^ P -• 

CL CO 

例 6 设有电路如图 7. 8 所示.输人为白噪声过程 X ( t ) ，相关 
函数& ( r ) = S Q S ( r )， 求系统的冲激响应函数和输出过程 
y ( o 的均方值成. 




X(t) 



Ri 

iZZJ 

4fi 


C ! 


F/8 



a/3 


C 2 


F/6 



y<o 



图 7.8 

解由分压关系式写出系统的频率响应为 
H ( joj ) = l / Cl + WORiQ + i ^ Q + i ^ Q )— 
= 36/(36 + ]44 o > 一 a / ) 


36 ( 

16# 


jco + 22 - 8^/7 jco + 22 + 8 



则相应的系统脉冲响应函数 
hit ) = ^^[ HCjo ；)]= 


4^ 


[e 音奶: — e -⑶感 如⑴ • 


依定义， Y ( d 的均方值为 


0y = i?y (0) 

= 旦 
~ 112 


广 OO 


S 0 h 2 ( t)dt 




f— 


e 




e - m ^) ry dt 




0 


22 S ° 
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例 7 设一力学系统如图 7. 9 
所示. 输人是作用在质块上的力 
输出是位移: yU ) (设质块质 
量为 m ， 劲度系数是 A，C > 0是阻 
尼系数，且 c 2 < 4) .求系统的频率 
响应 H ( b ). 



图 7. 9 


若输入 X ( t ) 是白噪声， S X U ) = S 。， 求输出 y (0 的谱密度、 
相关函数和平均功率. 


解此力学系统的运动方程 


是一个二阶线性常系数微分方程，所以该系统是一个线性时不变 

系统. 令， 因为： y ( i ) = ，所以代人运动方程得 

m(j w ) 2 H(j^)e^ +C(j w )H(j^)e Ja,r , 

化简即得 HQoj ) = ~ -2, 

k~r }Ccv ~ mw 

故 H(—jcu) = 7 :~^- 2* 

k _ j cco 一 mco 

若 x ⑴是白噪声，则 

Sy(a;) — M(jcu)M( — ja»)Sx(<w) 

-|/([ 1 -©> 2 (^) 2 ^ 


其中 




c 

2^/bn 


利用留数可求得 Y (0 的相关函数 


RyM 




2丌- 


S Y U ) e w d 


CO 


SoCO n 


e « 


cosa^rvl —6 



VI—^ 


smaj ^ 


令 r = 0,即得输出的平均功率 
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r Ivl — ^ 


4 = r y ⑼ 




SpCO 


例 8 设有 一i?C 电路系统，输入电压 {X ⑴，(― oo,oo)} 
的均值为零，相关函数只 x(r) =(7^"^，存 >0,a 乒/?.求输出过程 
{YG)} 及相关函数 i^X (⑴）与谱密度 SyU). 


解 由例 3 知， H ( jco ) 


hit ) 


ae 

0, 


e ' 00, 

， t <c 0 ^ 


，而 


所以，输出过程 


YU ) 




hit - s ) X ( s)ds = ae af e as X ( s ) ds . 


因为 S x ( aj ) 


e^RyMdr 


.0 


(^~j r ). 


dr + 


2 


所以 S Y ( co ) = \ HQco )\ Z S x ( co ) 


m oo r> 2 /-) 

~(p+iw)r A — ^*(7 p 

。 r — 〆 +?， 

_ 2a 2 a 2 (3 _ 

ico 2 + a 2 ) ( co 2 + jf ) 


于是 RyM 


2 k. 


S x ( ct 0 e Jcur d 

2 a c 


2 tu -oo ( a ) 2 + a 2 ) ( a> 2 + /? 2 ) 


e wT d 



_ — r 

( a 2 + a /)(/3 


2 



=z aa 0 z ( fle 卞 -/?e _ar ) , r = 0. 

a — p 

因为 i ^ y ( r ) 是偶函数，最后得 

RyM = -#^(ae^ ,rl — 召 e—“ lrl ). 

a — jf 

例 9 设线性时不变系统的频率响应 mjco ) - 输入平 


稳过程 X ( t ) 的相关函数私 ( r ) 


.求互相关 函数私 ^( r ). 
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解 

相应脉冲响应 


HQco ) 


}co~a _ 2 _ a 

+ /? jo ; + 卢 . 


互相关函数 


A ( r ) = S ( r ) — ( a +/3) e 一 ( r ) ， 


RyX ( r ) 




roo 


/*oo 




尺 x(r — v)h(v)dv 


[S(t；) _ (a + ^) e~^u (x ； )]e ~" 1 r ~di; 


e^ lrl ~(a + /?) 


roo 


e ， e i | r il d 认 


当 r <0 时，有 


0 


(*oo 


e ^ e 


_ a| r — 




hi 


o 




e — 办 e “ 丨 " i(i e 


v 




o 


当 r > 0 时，有 


a+/? T 


roo 


e ^ e 


— a\r _ v 


dt; 


0 


「r 


e~~ ar e u —^cb + 


ij 


o 


roo 


e ar e —( a +^ i ; 


dv 


z 


综上所述，有 


a —/? 


(e 


n + 


a +/3 


e 


Ryx ( r ) 


(1 + 


6^ + 


例 10 


a +jS ， 


r < 0, 

㈣ ( e ， - 
a — /? 

-『)+球 

、 r ^ O . 


T - V -V jT 

y // (o+3y / a)+2Y(o = xa), 

其中 X (0 是白噪声， i ^ Cr ) = KS ( r ). 证明: i ? y ( r ) 满足微分方 ; 

J?y(r) ~h 3JRy (r) ~h 2R Y (r) = 0, 

方程初始条 件是: i? Y (0) = K/12,i?V(0) = 0. 

证对题给方程两边取傅里叶变换，可得 

y(jctj)[(jaj) 2 + 3jct) + 2] = X(jco) , 


故其频率响应 


W(jco) = YQoj)/X{}a)) — l/[(jo；) 2 + 3jo ； + 2], 

又由 S X (J =K， 得 

Sy (a>) = I W(jaj) 1 2 S x (co) — 一 o> 2 ) 2 +9o/] 




2~\~ ) o ) 



所以 


Ky(r)= 


K 



e 


r 




若取 r>0, 则有 


RyM = f (i e ~ 



* 


可以验证， i? r (r) 满足 

|J^(r) + 3i? ； (r)H-2i^ y (r) = 0, 

U Y (0) = K/12, _R;(0) = 0. 

例 11 在图 7. 10 所示系统中输入同时作用于两个 

系统. 


a) 求输出 ko 与 y 2 (o 的互 
谱密度 Wd; 

(2) 设 XC0 是零均值的具有单 
位谱高的白噪声，若要使 1(0 与 
Y 2 ( t ) 为不相关过程， /liCr) 与 h z M 
要满足什么条件？ 

解 （1) 对图 7. 10所示系统，有 


x(/) 



图 7. 10 


，oo 

Y\(,)Y 2 (( — r) = ( t ) X(t — r — u ) h 2 (u)du? 

J 一 oo 


^oo 

Y y it)X(t—r) = X(t—d)X(t —r)h l (a)da . 

J — oo 


对上面两个等式的两边分别取期望，得 


^y A v 2 (r) = 



x (r + u)h 2 (u)dz/. 







— (a)da 
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故有 


只 y i y 2 ( r ) = 尺 x(r) * /^(r) * h 2 (—r) ^ 


S Yi y 2 U) = Sxico^H, (jo>) H 2 (]co). 


(2) 要 YJO 与 Y 2 (0 不相关，应有 J^y 2 (r) = 0,即心⑴* 
h 2 (― 0 = 0 . 因而在频率域里有 H , (ja>) H 2 Cja;) = 0,即在频域中 
要求两个频率响应函数的振幅频率特性不相重叠. 


例12 设随机过程满足微分方程 

fY / ( r ) + 2 Y ( r ) = XU ), 

IY (0) = 1, 

其中 XU ) 是平稳过程，且 £[ X ( t )] = 2， K x ( r ) = 4 + 2 e _k1 ， 求 
E^_Y (Z)](f” ^2 ) 和 ( 匕， ’2 ) ， ’1 Ojt 0* 

解 设 E [ Y (0] = m Y (t) ，对微分方程取期望，得 

fmy ( i ) +2 m y ( i ) = m x = 2, 

\ m y (0) = 1. 

解一阶线性常微分方程，得 m y U ) = 1. 

将原方程改写为 

( Y \ t 2 )^ r 2 YU 2 ) - XU Z ), 

lY( 0 ) - 1 , 

将方程两边乘以 X ( r ,) 再取期望值，得 


灯（匕， ) + 2尺灯 （/” 心 ） = 4 + 2 e 卜 1 41， 

< dt 2 

、尺 XY (,1 ， 0) = 1， 

解上述方程，得 


尺 yy (亡”广， ） 


2 + 音 


( e j 


e 


'Zt, 


)， 


2 + 2(々飞- e r i -2 ^ ). 


将原方程改写为 


Y / l (t l ) + 2YU x ) - 叫）， 

Y(0) = 1, 


将方程两边乘以 Y{t 2 ) 再取期望值，得 
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d 


dt l 


jRy(G，~) + 2fRy(^ti 



(0 ， 。 ） = 1* 

解上述方程，得 


1 + 吾 ( e d e1_ 2 ~ + e — 2 W — e〜— 2f !) ， 々 > ， 

Ry^l ， G) ~ ^ 9 

1 + 音 (e。— e 1 ^ + e _ 2 W - ， t x <t 2 . 

例 13 设随机序列 { XJ 是一个白噪声序列 { WJ 经图 7. 11 

所示线性系统所得到的输出，即 

X „ = aX ^+ W n , X 0 =0, 

其中 X 。是初始值.已知 { W „} 是平稳的，均值为 m w ，方差为 

(1) 求跹又]，并说明在什么条件下 { XJ 是均值平稳的； 

(2) 若~ = 求 Cov ( X „， X _) ，并说明在什么条件下 U „} 
是宽平稳的； 

(3) 若；7^ = 0,在是宽平稳的条件下，求 { XJ 的相关函 
数 


{WM ^ 

、 ix n ) 

\ 

> 丄 

a Z~ l 




图 7. 11 

解⑴系统的脉冲响应 h ( n ) - a n U ( n ). 输出是 

oo 

X n = J]h(m)W(n — m). 

nt—O 

对上式两边取期望，有 

OO CO 

= y]/i(m)E[W(n — m)] = y^j a m m w . 

m=0 


* 
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当 U 1<1 时，是均值平稳的，且 E[XJ 
(2) 当= 0时，有 


nty 


1 一 a 


Cov(X^X_) =R x (n ， n-m) = ElX{n)X{n~ m)^ 


「 OO OO — 

E\ Yi^k)W{n-k^ J^hU)W(n-m-D 

匕 A=o /^o 」 

_ OO OO *_ 

E\ XI 、 n — k 、 w — m — l 、 

^ t r\ i r\ — 


k=Q / =0 


OO 

2 2>U)/i(/)i^0n + Z — 灸） • 


是 =o 1=0 


由于白噪声的相关函数 R W M 


CT W 

0, 


72 = 0, 

w 美0, 


所以 


Cov(H 




y ^] hCk } h{k — m ) aw . 




当 7/l>0 时，有 


Cov ( H ) = i ) 


A — o 


a m aw 

\-a £ 


当 m<0 时，有 


Cov(X n ,X f 


2 二 
k=o a 


所以，当 ^ < 1 时， { 又 } 是宽平稳的，且有 


CovCX ^ X , 


a M a ^ 


(3) 依定义可求得 {XJ 的方差，即 
DLXJ = ElX 2 J = R x {0) = Cov(X rt ,XJ 


2 

crw 

1 —— a 


从而 


R(m) 




CovCX ^ X , 


m 


J …… D[XJ … 

例 14 设一个随机过程 X ( 0 的功率谱密度 S X U ) 

(O +4 -tv TTT rm iZt jr^-t -Z 7 r T / • \ Mr F=! |V» I- 


o > 4 + lOo / + 9 


，求一个可实现的稳定系统 HQco ) ，使得具有单位谱 
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高的白噪声 Wit ) 输入时，输出过程的功率谱密度恰为 s x ( a ；) (此 

系统被称为成形滤波器），并回答结果是否唯一 .’ 

解 因为 S x u ) =丨 H (] co ) 1 2 S W U ). 依题意，得 


| H(jco) I 


2 


+ 4 


2 


+ 4 


+ 10 o / + 9 ( co 2 + 9) ( o / + 1) 


所以，对应上式可写出其可实现的稳定系统有 


H , ( j ⑴) 


2+ i ， 


2 + | 


(3 + j ⑴ ）（1 + Joj ) 3 + Ajco 


H 2 (jo>) 


2 — ]gj 


(3+ jc )( l+i 




3 + 4 j . 


2 * 


可知，结果不是唯一的. 


+ 


例15 设一个随机过程 Y (0 的功率谱密度 S y k ) 


，求成形滤形器的状态模型. 


解 


由例14可以写出 

I HQco) \ 2 - b 2 


b z 


Cl 0} Cu 


r + 2 d 


2 ， 


所以，成形滤形器的传递函数(频率响应）是 


H ( j ^) 

与之相应的微分方程是 


+ + ( jo ;) 


X(0+72aX(0+a 2 X(0 = 6W ⑴， 


相应的状态模型为 


~x(ty 


X(0_ 



0 


\/2 a ^ 


Y ( t ) = [1,0] 


叉⑴ 

X (0 

—X(t) 
X (0 



rO. 


b 


Wit ), 


例 16 在图 7. 12 所示反馈线性系统中， 71 ⑴是白噪声， 
S » 1， X “）与 n ( t ) 不相关，即 R^M =0,设 
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H ^ H . Qco ) 

的傅里叶逆变换为 / t 0 a ), ya > 如图 7 . i 2 所示. 证明: 

Ry it) =— /l 0 (r). 

rr 



图 7. 12 


证依叠加原理，可设 


y ⑴ 


而 


L ⑴ +y x q) = 〜 ⑴* ”⑴ +MO ⑴， 

> 

T T /:、 C jCO) (j£0) _ TT / 


H , ( j ⑴） 


H 2 (jo;) 


l + HS ) co ) H b {]^ H f Qco ) 
_1_ 


H 0 ( j w ) ， 


故 


h ^ t ) =^ l lH l Qw )'] : 
k 2 (0 =^ _1 [H Z Cjcc；)], 

Ry n M = E[Y (t)nit -r)^i 




h 0 { t ) , 




h Q {u)n{t 一 u)du 


h z (u) X (t — u)du n{t 一 r) 


—— h 0 (w)£J[7i(t —— u)nCt —— r)]dw 



h 2 (u)E[X(i — u)n{t — r)]dz/ 


298 


— h 0 iu)R n (r — w)dw+ h z (u)Rxn(T — u)du 




h 0 {u)S(v 一 u)du — ■— h 0 (r). 



第八章正态（高斯）随机过程 


第一节多维正态随机向量 


主要内容 


1. 若 X 〜 N (0，1)， 则概率密度函数为八(工)=士 6 〃 /2 ，特 




征函数为 ( p x ( v)=e 


V /2 


若 X〜 N ("，/)，则 f x ( x ) 


72 


e 


!2c 


no 


?x (t;) 


exp { ] fjtv — a Z v 2 /2}. 

2. 若 X 是二维标准正态分布的随机变量，则 

— x ― 2 rxy ~^ y z 

2(1 — r Z ) 


ff 乂（工'，工 2 ) 


2 kV 1 — 


exp 


< p x x iv \，％) ==exp 


t^ + 2rr；i v 2 +t ^2 


其中「是：^ ，巧 的相关系数， IH < i . 

若 x 是二维正态分布的随机变量，则 


/XA ( 工 1 ，工 2) = 


2k<J\ ct 2 y1~ 


exp 


2(1 — r z ) 


u 


A —fM 
a 


2 


一 2 r 




G \ 




Oi 




9 X 


1 、 (^1 )^ 2 ) = exp | +^ 2 % )— I 4 +2% ff 2 1 /] q -\~ a z 
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条件分布为 


r / I - 'N —(工1，工 2) 

A 2 j ' (工 2 |而) — Ha ) 


其中 


^ 2 | 1=^22 


^21^12 

^11 


2 

汀22 


V^^TcicTg 

4 

—汀12 

—丁， 

戊11 


exp 


2 a 


2|1 


(工 1 一 "2|1) 


A 1 & 


^2|1 =^Z 


r t U 


"1). 


类似可与出 I & (工1 I x 2 ) 

»^1|2，"1|2- 

3. 若 X 为 n 维正态分布的随机变量，则 

X =[ X M X 2 ,- ? XJ \ 


均值为 /*=(//) ，/，…， // J T . 协方差矩阵 


C 


11 


C 


C 


21 


_ 

# 

_ 


12 


f 22 


* 

« 

t 


» _ # 




C ln 


c 


2« 


* 

* 


lC h i C n2 


_ ■ t 


c 


m 


是对称矩阵，且具有非负定性. 
X 的概率密度函数为 


八（工1兩 ，…， 工„)= 

特征函数为 


(2 丌) 


n/2 


-^pexpj-yCX-^)- 1 ^ 


9 x [，i “ 2 ， … ， O^exp 卜 — 音 Po } ， 

其中 t T ~{ti it 2 it H ). 

4 •若”维正态分布 ， X 2 ，…， X„) T 〜 JV(>，0 , 则 X 的 
任一子向量 d，•• •，& ) T (m<«) 也服从正态分布， 

1 t 771 

( X k , X k r -, x k ) T 的特征函数为 

丄 Z m 

?( 、 ，、 r-,t kn )=exp^]I T (i—-j7 T Ct\ , 

其中 t =( t ki ，\ ，…， 、）' A = ( A ^ ，叫 2 ，…，气 ）' 
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而亡 是保留 C 的第 h ，々2，…人行和列所得到的 m Xm 矩阵. 

5. 设多维正态分布 X 可以表示为 不， X 2 ] T ，其中 y 为 
前 m 个分量 ， X 2 为后/个分量，则 

/ x ( X ) — fx ^ X 2 (^1 5^) 


(2 ； r) 




(detP) 


诉 exp 


L1 

r- XT ， 

不一凡 

T 

P 1 

^ 'W / p， w 

^1 弘 1 


2 

\ 

— 1^2 」 


Lx 2 —/i 2 ■ 

j 


(27t) W2 (detP n ) 1/2 


exp{ 


lX x — fi x 


12 


不一 灼）] T 


_ 


戶 1 — Ml — ^ 12^22 ^^2 —/*2 )] 


(27r) //z (detP„) 1/2eXP — T (X2 —A > TjE> 2 ~ 2 1 (^ 2 -At 2 ) 


其中 


22 

11 = P 11 — Pl2^*22 1 ^ > 2l » 

-一 1 


J>—1 


Pn 

-PnPuPn 


detP=detP H • detP 

- PnP l 2 P 22 


22 


+ p 7 ' pupv i p 


22 ^ uPuPuP^A 


条件分布为 


fx,\x 2 ( X ,\ X 2 ) 


(27t) m/2 (detP n ) 1/2 




ex p { ^\—^\— PuPn ^2 


M2 ) 




- Pn ^ 1 ( X 2 -叫 ）] 卜 


-l 


类似地，有 


'a (x 2 i^> == ( 2 K) // 2 (det p 22 ) i / 2 


• exp 


2 


— fi 2 — AiPn 1 • di — /^ i )] 


IT 




P22 lx 2 -/i 2 —p 21 i^ d — 队 ）] ， 


条件均值为 


E[l IXJ ^+ P ^ P - UX ,-^) 


301 



=£[ XJ + Covtx, ， X 2 ] { d[x 2 ] r 1 { X 2 —JE[X 2 ]} ， 
ElX 2 1 X ,] =/ i 2 ^PnPn^i —A ) ， 


条件方差为 


DlX x \ X z ^ P n = P n - P l 2 P ^ P 2 , 


^ DCXj - CovCX , , X 2 ^{ DlX 2 T l CovlX 2 , Xj }, 

DlX z \Xj=P 22 ^P 2Z ~P n Pn l P^ 

6, n 维正态随机向量的数字特征可以利用特征函数求出，即 


4 X ] 


yV 2 


V ， 


) 


9 匕 




0 j 


~fXk 


2 


取: X ,] = ( j )- 2 ；^— i ，巧， 


u 


) 




:0 


=。*+"内， 

E {[ X k — 以 ] [足 - fxj ) = E [ H ] — 产 C fc • 

7. /^维 正态分布的随机变量…，相互独立的充要 
条件是它们两两互不相关. 

8. 设: S ： 是正态分布的随机向量，足，叉 2 是叉的两个子向量， 
即 X -( X 1 , X 2 ) t . 若记 



C n Q 


2 


其中 c u ，(: 22 是兄 ， X 2 的协方差矩阵，0： 12 是 I 与 x 2 的互协方差 
矩阵; C 12 = c 5； ，则&与 X 2 相互独立的充要条件是 C 12 =0. 

9. 设 , X 2 , —, X m ) t ,£：[ X ]=/*=(^ 1 ，" 2 ,…，" „) T ，协 

方差矩阵为 C . 


(1) 若 c = 2^^ = fl T x ， 其中 a 1 = ( a 2 , a 2 ，… ，〜），则 

£[?] = oV , DlQ - a T Ca. 

(2) 若《=(%)是 mXrz 矩阵，是 mXl 的列矩阵，是 
X 经线性变换后得到的 m 元的随机向量，则 l | 的数学期望 f ：[ ij ] 
= ejti ， 协方差矩阵为 
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D[i|] = E { 

= eE[(X-^)(X-^) T ]c r = eCe T . 

(3) 定理 X=(X 1 ,X 2 ,-,X n ) T 服从 n 元正态分布 NC/^O 

的充要条件是它的任何一个线性组合服从一 

k^l 

元正态分布 


N ( 2 a kf J -k ^ 2 2 a 队 Cfc ). 

jfe = 1 i — 1 i—\ 

(4) 定理若 X-(X 1 ,X 2 ,-,X n ) T 服从 n 元正态分布 
]\^(只，0，而6为任意772父77矩阵，则 tl = eX 服从 m 元正态分布 
N ( efi , eCe T ). 

(5) 推论若X服从 ;z 元正态分布 iV(|i，C)， 则存在一个正交 
变换 f /， 使得是一个具有独立正态分布分量的随机变量， 
E(ij) = Vft ， 而其方差分量是矩阵 C 的特征值. 

若矩阵 C 的秩 r<72, 则正态分布退化到一个 r 维子空间上. 

疑难解析 


怎样求多维正态分布的边缘分布？ 

答边缘分布也称边沿分布或边际分布.对于二维正态随机 
变量 X=(X,,X 2 ), 边缘分布为 


/x. ( 工 1 )— 

_oc 

/(j：! ^x 2 )djc 2 - 


f~ l/ r „ 

1 2af ( 1 


/ 入 \ (A) _ 

“ J 

-Oo 

fix x ，: r 2 )cb：i : 

—■ oa 

= y^ exp i 

— 1 

7T (工 2 - 

么 2 

-"2) 2 }. 


主要内容4中指出， 7Z 维正态随机变量叉二 d，；C 2 , …，; U T 
的任何一个子向量 （Xjfe ，&，…，\ ) T (m<n) 也服从正态分 

1 2 ?n 

布，它们的分布都是 AT 的边缘分布.特别是 m -1 的情形.若 
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X =( X 1 ， X 2 ) T ，则 

/x 2 (X 2 )= fx x x 2 (^ ,X 2 ) dX x 

= (27c) //2 (detP 22 ) 1/2exp ( _ i (X2 —Z^)} ， 

fx l (^ 1 ) — r / / x 1 x 2 ^ X z ) dX 2 

= 禍 . U/ O -^ )T ^ 1(Xi -^ } l - 


方法、技巧与典型例题分析 


由已知正态分布计算边缘分布、条件分布以及数字特征，主要 
是积分技巧 问题. 而有关的一些证明题一般都可以由定义出发，利 
用概率论中的等价命题得到. 


例1设随机变量 X 与 Y 独立，且 


/x(x) ，^ exp B 

^ z = x + y 的概率密度. 

解因为 


/ y (: V ) 


v 2 k 


exp 




1 


roo 


cpiZ ) 


v 27 T 


■广 /2 • 


v 2 tc 


e 


—{Z—x) /2 


dx 


roo 


2ttJ 


e- i2 ^ 2 ^ )/2 dx 


2丌. 


e_d 抓 A 2 〆 ％ 


2 \/~k 


e 


- f /4 




e 


-ix4z-Z!4lr n 


dr ， 


roo 


而 


v^ J 


e -(^2-z/^r n ^ ^ 


X^fZ 一 Z/ y[2 1 


v 2 tt 


roo 


2 


e 


n 


du = 1, 


故 


<p(Z) 




2 \[tz 


e 


-f /4 
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例 2 设 ( X :， X 2 ) 服从正态分布 


/ x (工 1，工2 ) 


2 k ( Ji a 2 Vi — 


exp 


2(1 — r ) 


(工 l — " l ) 


— 2r 


( 工 l —^){x 2 — 灼） {x 2 —" 2 ) 



a \ 

求 a 与 x 2 的相关系数，并 证明： u 2 相互独立 ㈡ & 与 X ‘‘ 
相关系数 r 12 =0. ‘ 


的 


所以 


解因为 E [ X 2 ]=^ 2 , D [ X l ]= a ?, D [ X 2 ]=^ 


广 QO 


c 


12 


roo 


^ 一 oo si 


( 工 i —" 1 )( 工 2 —P 2 )/x ( 工 1 ^X 2 )dx x dr 2 


Coo 


(^2 — "2) 、」 

27r t T 1 ff 2 V / l-r 2j -~ eXP ^ 2bf 2 


Too 


Oq —^)(^2 —^ 2 ) 


• exp 


2(1 




) 


_ "i 

< y \ 


X 




2 


a Z 


dx l . 


作代换 w 


Vl — r 2 


— "1 ^2 ~ M 2 


^1 


<h 


v 


也，则 


a 


C 


12 


2丌. 


roo 


rco 


(AA V l — r 2 tw + ra 1 a 2 v 2 )exp{~ - ^ 


V 


dudv 


nji < y 2 


roo 


v e 


n 


roo 


dv 


e^^du 



cr 2 1 — 〆 
2 % 


roo 


ve 


z dv 


roo 


2 


we 


2 du 


njia 2 


故 


C 


r 


n 


12 


yo ； 


— — 厂。 i 巧 
^22 


证必要性若又^:^相互独立，则 


fx ^\ ，工2)=/、（工 l )/ x 2 (工2乂 


而/ X ，（毛） 


72 


e 


—(5 ) 2 /2 


7 za 1 


fx » 


ri 


e 


— C-r^ 一 ^2 ) 2 /2 


丌汀 2 
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因此，要使上式成立，必须 






x 2 相互独立. 


例3设随机变量 X 与 Y 是联合正态分布，概率密度是 


知，）卜 ^ 7!^ exp 厂 ^ 

求 X 和 Y 取不同符号的概率. 


^+ 4 ) 

/T-. /T^ w / 


解 x 和 y 取不同符号的概率是 


P{XY <C 0}= f(x^y)djcdy + 

J 0 ^ 一 OO 


0 


f(x^y)dydx 


o 


^ oo 广 0 

! f(x^y)dxdy 

J 0 J — oo 


na Y a 2 


1 -oo ，0 ( 1 

7^Joi- 0 o exp l-^ 




^1^2 


is X — x/a x ,y 

P{XY<0) 


，则 


1 roo /*0 

―- ― …. exp 

7TV 1 — r 2Jo J -°° 


x n — 2rx’ 
2 ( 1 - 


dr / Ay 


1- 


exp 


o j — 



x —— ry 
J 1 — r 2 


j doc r Ay . 


令 u 


:/，有 


P{XY<0} 


1 *oo *' 

7t J 0 - 

1 -oo "■ 

71 J 0 ^ 


■rvf 


\/ 1-r 2 


exp 


^ - ) dudv 


resinr t Tp2 \ 

i^expj— j dddR 




arcsinr + -J 


aresmr 


， I arcsinr | <d 
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例 4 设随机变量 X 和 Y 的联合密度为 


/ xy (x ， 3 ? ) = ^~exp 


七 2 


+ 去 e-* g^giy^ , 

— oo<:c , ： y〈°° , 


其中 


兮 （1) 


cosx ， |i| 〈 tc ， 


0, 




( 1 ) 求边缘分布 / x (^)，/ y (: y ); 

(2) 证明 X 与 Y 不相关，但不独立. 
解 （1) 由边缘分布定义，有 


/ x ⑴ 


/ xv (工，: y ) d：y 




2 tt . 


exp 


i_y 


2 


+ 


2 


^)c 


2 丌 


i^- 


g(jo) cos ydy 


/2 




鲁 


同理，有 


fx(y) 


/2 


/2 


故知 X 与 Y 均服从 N (0,1) ，但不是联合正态的. 

证⑵因为所以不 独立. 


r ~~ 


£[XY] 




h ； 




: yf 


2 k. 


^ . 


/2 


dr 


yf n 办 


+ it e " 

依定义知， x 与 y 不相关. 




xcosxdjc 




: ycos : ydy = 0 ， 


U 


仅当两个正态随机变量是联合正态时，独立与不相关才等价, 
例5设随机变量 X 〜 ] V ( P ， CT 2 )， 用特征函数求 E [ X ] 和 


DLXI 


解因为 X 的特征函数 pb ) 


e 


)paj^o v ft 


，故 
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<p\v) — a 2 v)e l/lV 


v/Z 


iv) = a z xjY —a 2 ^ v ~ a v n 

令。 = 0 ,则 cp (0) =]fjL,(p f {0) — (j fjd 2 ~a —fi —c 

所以 == — j (j fj.) —fJL , 

则 D[X]=£[X 2 ]-{ E[X] ) 2 =a\ 

例 6 设随机变量 X 〜 iy (0， cr 2 )， 证明： 


( DECX 71 ] 


0, 


• 3 • 5-“(n—1)<J” ， 72 是偶数， 

- ^是奇数； 

1 • 3 • 5_“ （ 2 々一 I) 。 2 是， n=2k^ 


(2)El\Xn = 


A 2 k k\ 严 \ 

71 


n = 2k~{~l 


证 （ 1 ) 因为 

J — * 

对两边 a 微分 A 次，可得 


<ir = \/ id a ， 


x k € 


dr 


• 5". (2 々 一 1) 


2 AH -1 


再令 a = l/{2a),n = 找，得 


E [ X ^ 




• 5***(n— 1)〆 ， 


而 


E [ X ”] 


n - 

x e 


KG 


奇函数 


所以 


E[X n ] = 


• < • 


0, 


5-(2n-l)tx% n 是偶数， 

n 是奇数 . 


⑵当 rz 是偶数时， E[|XH = E[ ； T ] •当 ” = 2 々 + 1 是奇数 


时，因为 /U) 是偶函数，有 


E[\ X| n ] 




2 • 


已―工 /C2cr > 


0 


dx (令 




2 

螽) 



^ Zk^tX 


y h ^~ y dy 


分部 


— 2 h k\ 


2jH-1 
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其中利用了 


广 oo 




y k e~ y dy. 


0 


• 3 • b***(2k —— l)cr 以， n~ 2k ^ 


所以 E [] X | n ] 




J 2 U 2 h k !¥ 磁， 


n — 2k J r\. 


例7 设随机变量 X 与 Y 是联合正态的 


/( 工， : y) 


X 


Zizdidivl 


2 


exp 




r 


2(1 — r ) Wi 


2 :_y 

戊 1 汀 2 


2 



Z . 

2 

02 


证明 ：（ i )£：[ xy ] 


rai a 2 ； 


(2) E [ X 2 Y 2 ] = (2 r 2 +1 ) a 5+4 =£[ X 2 ] 现 Y 2 ]+2 { XY ]} 2 ; 


(3)£：[|； Q 1] = 


2 a \ a ^ 


7T 


(cosa+asina); a=arcsinr ， 丨 ^ 丨 < 寻 _ 


证利用条件期望求解比较简单.因为 

E\_ gl (X) g2 m^E{ gl (X)E[g 2 m\x^} , 

fv\x^y I 工） = Ay ( 工， :V) //x ( 工） 


a 2 v27c(l —r 2 ) 


exp 


2^(1 — r 2 ) 




2 


所以 E [ y | x ]=^ x , E [ y 2 | x ]=^( i - r )+^ x 2 . 

^1 Cf \ 


(1) 由条件期望性质，有 
E [ XY ] = E { XE[Y | X ]}=£ 


X-^X 


A 


ra 

汀 1 


E [ X 2 ]= m lff 2 . 


(2) E [ X 2 Y 2 ]= E { X 2 E [ Y 2 | X ]} 


EX 2 


4(1 — 〆 ）+ 




=^(l-r 2 )E[X 2 ]+^E[X 4 l 

<Ti 

因为 ElX A ^{~) Y < pf { v )\ v ^=^ a \, £[X 2 ]=cr 2 , 

故 E [ X 2 y 2 ]=(2 r 2 + l )^. 

ElX 2 ]£[ Y 2 ] + 2 E [ XY ] = (2 r 2 +1 ， 
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故 £[ X 2 Y 2 ] = (2 r 2 + l ) AHE [ W [ y 2 ] + 2£：[ XY：L 


(3) 先证 

其中 

dE [\ XY j ] 


^ Erxy]^ r rdlxl t d|Yl 

dfi —匕 L dx dY 
^= E [ XY ]- E [ X ] E [ Y ]. 


m oo 

p OO 1 

1 T --, r 1 i 

_oo 

V — OO * 

' xy ' (?^ 2 
— TO ^ CiJVj 。 

— oo J 


roo 


3< P (v ^ dxdj ， 

a " 


因为 < p { v x , v 2 ) = exp 

d<p{Vl ， U 2 ) 


2 


u 


v \ + 2 fxv x v 2 +( j 2 z vl 



v l v 2 < piv l 兩） 


广 CO 


roo 


又因 


(2tt) 


2 


- v x v z e ^ (v ^ y) dv x dv 2 






所以 


3 E[| 


roo 




roo 




1 dZ f ( V y) ^dy 



3 J y 」 /(D) cirdjy 

dxdy 


E 


fd 

X 

d y 1 

- dX 

dY J 


而 


dl Xj 
dX 


x>o ， d 1 y 1 


一 l ， x 〈 0, 


dy 


1 ， y>o, 
— l ， y 〈 o , 


利用例 3 的结果，得 


P{XY <C 0} = 1/2 — ct /7 t ， a = arcsinr 




arcsm 


iL 


畢 


( Tl ( T 2 


故 E 


P{XY > 0} = 1 — F[XY < 0] 

aixi dm 

dX " 




l /2 + ot /7 i ， 


dY 


=1 • P { XY >0}-1 - P{XY <0} 


arcsm 




当 




7 t < J \ C 2 

0 时， X 与 Y 不相关.由于 X 与 Y 是联合正态的，独立与不 


相关等价，故 
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£[|XY|]|^o = ECIx|M|y|] 




TC 


(TiA 


解微分方程 


dEU 


] 


a " 


^ arcsm -^ 


7 t 


<7】 ^ 


得 


E[| XY |] 




7t 


r > 

arcsin 
0 ^\<^2 


广 d " + 


丌 


^1 ^2 


7 T 


a\Oi (cosa + asina) » 


其中 


a 


arcsinr ， \ a \ <i n /2. 


例 8 证明: n 维正态分布的随机变量 X ^ X ” …，相互独 
立 ㈡ ；^， x 2 ，…，尤两两互不相关. 

证必要性 若兄，叉 2 ，…， 是相互独立的正态随机变 

量，则必有 

fx^ X \ ，工 2 ， … ， x n) = fx' ( 工 1 )/x 2 Q 工 Z) … fx n 、工 n ) ， 

< P X ^\，％，•••，％) 


n 


<p x ( 巧）外（幻 2 )…? > x Cv n ) = |_[exp — 

1 2 n i=l ' 


n 


exp J 


)2^- 


其中 ^ = E [ XJ , 


n 

i = l 

DM 


1，2,… ，72. 


C 


戊 1 


2 

<h 


* 


2 

On 


是协方差矩阵，显然 “关走 时 ， Q = 0,故 X : •与是不相 关的. 

充分性 若； CmA ，…，是两两互不相关的正态随机变 
量，则 

c ki = E\_{X k — 片） ] ==0, i. 


T 


<p x ^v Y ，％，•••，!；„)= exp jv /i 


v T Cv > ， 
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其中 v= yV 2 ^ m9 , V n ) T — (川 ，/i 2 ，…， ^0 T ，C 为协方差矩阵， 
因而有 


I n 2 n I 

<p x Cv' ， v” … ， v n ) = exp I j XI ^ V, J 

« i 1 1 71 

= Xl^xp = J [< p x ( v t ), 

i=l ' ^ i=l * 

其中& ( A ) 是正态随机变量足的特征函数.依特征函数性质知, 

i 

u 2 ，… ，尤 相互独立. 

例 9 设X是正态分布的随机向量， ^，X 2 是义的两个子向 

量，且有 x = ( Xi ， X 2 ) T .令 



C 12 - 

C22 - 


其中 c u ，(: 22 分别是义 ，x 2 的协方差矩阵， c 12 是I与 x 2 的互协 
方差矩阵, C 12 = CL ，证明与 X 2 相互独立㈡ C 12 = 0. 

证必要性若不与 x 2 相互独立，则不的任一分量与 x 2 
的任一分量相互独立，其协方差为零，所以由它们构造成的互协方 
差矩阵 C 12 = 0. 


充分性 



[V, ，v 2 : r ，％与 v 2 分别同&与 x 2 维数相同，则 



V r cv =[ vj f vj ] 



VfC u Vi + VjC 22 V 


2， 


再令户 = [fll ^2分别是不，叉 2 的均值，则 


v T fi = [v? ， vl]0 vjfi } -hVjfi 2 . 

L M 2 j 

所以，得到 X 的特征函数 


朽 ( V ” v 2 ，…， K ) = exp { jy >-| v T Cv | 
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exp ( jcv ^ + vj / i 2 )--|( v 7 c 11 v 1 + vlc 22 v 2 ) 


exp(jVT/x 1 -iv[C 11 V 1 jexplvj/i 2 


^ V t 2 C 22 V 2 


= ? x ' ( v 2 )， 

式子仏 ( V 2 ) 是子向 量：^，：^ 的特征函数，依特征函数 

1 2 

性质知，不与不相互独立. 

例 10 设 X = (XpD 〜 N{fii tju 2 »ffi i <7 2 » r ) » 而 Z = 
+，求随机变量 z 的特征函数 h(p). 

解因为灼 (W = e—〆 互，2)，依特征函数表示式有 

r ffl 戊 2 


9 


^ P 、 gjC^V^+z^i//^) ^-(2+2r)v 2 /2 ^vb _ / h^v 

戊1 戊2 


) 


故 


? Z M 


e 


—( 2 ~\~ 2 r)v _ 一 （ l+r)v 

— e 


例 11 设足 ， x 2 ，x 3 ，x 4 是四维零均值的联合正态分布，不， 
X 2 ，X 3 ，X 4 的协方差存在，求 £[& X 2 X 3 X 4 ] 和 E[X? X〗 ] ，并用协 
方差表示. 

解因为特征函数 


4 4 


(幻 1，幻2，幻3，。4) = eX P " t 2 ^ J C ki V k V : 


o 

“ i=l 1=1 


4 


设 


U k 


于是 


4 


^ x (v li v 2 ,v 3 yv 4 ) = expj—y XI 


零 k 


d 


dv x 


<p{v x ，幻 2 ， T； 3 ，％) 


以 1 +*^ 1^11 + ^2 ^21 + ^ 3^31 (%，％，％，％) 


=— U \< P X ( V ' ，％，。3，幻 4) ， 
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令 

则 

所以 


^^ 9 x ( v ” v 2 ， v ” v 4 ) 

= ，Vl 〜 ^-(p x {v x ,V z ,V z ,V A ) 

= — c \ 2 < p x ( v l ，■^ 2 ，幻 3 ，幻 4) + Wi ,x， 2，％)， 

=—C u {— W 3 )^ x (^l ^2 ^V 2 jV 4 ) + c u U 2 <p x ( V l ，巧，巧， t； 4 ) 


+ C 23 w lf X ^l ，巧，以 3 ，幻 4) —^1^2 U Z 9 X ^ V \，％，％，％) 

(c 12 w 3 +r 13 w 2 + c 23 u x — w 1 w 2 w 3 )^ x (t; 1 ，巧， ％，％)， 


a 4 


dv A dv ^ dv z dv x 9 X ( V 


1 ，巧 f V 4 ) 


(^12^34 — C 12 u 3 u 4 +c 13 c 24 — c 13 w 2 w 4 +c 23 r 14 

~ C 23 U 1^4 ~C^U 2 U Z 一 C 34 W!W 2 + U X U 2 U^) 

• <p x iv x ， v 2 ， v”v^K 

v x = t；2 = ^3 = t；4 = 0 , 

史 ( 0 , 0 , 0 , 0 ) = 1 ， u k = Oy k — 1 ， 2 , 3 , 4 ， 


ElX . X . X.Xj 


= ( jr 4 ( c 12 G 4 + Qc 24 + c 23 c u ) 

=£：[ H ] f ：[' X 4 ] + £[不乂 3 ]£：[叉 2 叉 4 ] + E [ X 2 X 3 ] f：[m 

在上式中，令 ^ -x 3 ,x 2 = x 4 ，即得 

E [ X ? X 2 2 ]=-2 C 5 2 + C n C 22 . 


例 12 设 rz 维随机向量服从标准正态分布 N( 0 , J) ，即 X 的均 


值向量户 = 0，协方差矩阵 C = J ，构造随机变量 Z = X t BX , 其中 


B 为正定对称矩阵，证 明 : 化 (t 0 = IX(l- 2 j^A,r 1 / 2 . 其中 Ap 

k=i 

又 2 ，… ，夂是 b 的特征值. 

证因为 b t = b ， 所以存在正交阵 p, 厂 1 p = /，使得 
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P~ l BP=A 


rAi 


又 2 


A 


n 


其中 Ai ， A 2 ，…，是 B 的特征值.令 


则 

有 


X=PY, 

Y = ^X=P T X=[Y^Y Z ^，H 


E[y] = e[p t x] = p t e[x] = o, 

E[1T t ] = E[P t XX t P] = P t E[XX t ]P = P T JP - I, 


所以 Y 服从正态分布 iV (0 ， J ) ，即 Yi ， A ，…， \ 相互独立且都服从 
N (0，1) .特征函数 


^ z ( t ;) = E [ e i ^]= E [ e i 


vX T WC 




E[e i.V T P T I^ ]=E[ J.V^ 


e J 


E 




Sa.y 2 


其中 


exp e 


取响 


n 


n 卽 


vX- 


roo 


v A •‘又 ■ 


e ’，' /2 dy 


v2k 


v2tz' 


roo 


exp|— j(l — 2j vXi)y] 




(l-2ji ； A,r 1/2 . 


n 


于是 


<p z M = IJ (1 — 2j 从 ) 一 1/2 . 


第二节髙斯随机过程的概念 


主要内容 

1. 如果随机过程 U ⑴，的有限维分布都是正态分布， 
则称为正态过程或高斯 ( Gauss ) 随机过程.正态过程是二阶矩过 
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程的一个重要子类. 


2. 正态过程的概率密度(矩阵形式)是 


f x OO = (2 兀广 /2 1 ! c |i 々 exp 卜 + ( 叉 —M) T(rl 

其中 ( X ” X 2 ，…， XJ T ，( 内仰 ，…， ",) T ， 



rc n 

C 21 


LC nl 


C 12 

C 22 

夤 

, 

C n2 




= £ tXj ， 


C A = K{[xa t ) -"(o][x(y-^( 4 )]} 

= ， h ) — )//(^)* 


特征函数 9 x ( v ) = exp | j # i T v —-|- v T Cv J , 

V = (l ； ! ， V 2 , … ， V n ). 

对于正态过程来说，宽平稳过程与实平稳过程是等价的. 

3 . 定理若 X 1 = ^，是是维实正态随机 

向量，又 X " n ) 均方收敛于尤=^，^，•••，^，，即对于每个分量 
叉严，有 limE [ | 欠 ” 5 — XI 2 ] = 0 ,则 X 也是正态分布的随机向量. 

4 . 定理若正态过程 { X ( t)，t 6 了}在了上是均方可导的， 
则 T } 也是正态过程. 

5 . 定理若正态过程 UU ) 6 T } 在 了上 是均方可导的，则 


Y(0 = PxCOdM, 


a 

都是正态过程. 


Y(0 = [ b X<iu)h{t,u)du 


a 


、 a ， t，b 6 T) 


疑难解析 


i . 为什么正态过程是二阶矩过程？ 

答 因为，正态过程 XU ) 的联合概率密度 
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/( xj ， x 2 , …，， W ”） 



其中 — £[ x(d of ^ dExc ^)]， 



其中，相关系数 

rA = 吻 ， 

D , 是 D 中元素 q 的代数余子式.所以，正态过程的概率密度仅取 
决于其一阶矩与二阶矩,从而正态过程是二阶矩 过程. 

2. 怎样认识复正态过程？ 

答对复正态过程而言，其72个抽样得到 7 Z 个复随机变量 


= X 、 + W , e 了4 = 1 ， 2 ,…， n ). 都是实随机变量，即 

72个抽样 得到加 维实正态分布的随机向量，故第一节的所有结果 
都适用于复正态过程. 


方法、技巧与典型例题分析 

例 1设线性系统的脉冲函数是 AQ ) ，输入 X ⑴是平稳实正 
态过程.设其输出为随机过程 y ⑴. 证明: x(o , y < o 是联合正态 
分布的随机过程. 

1*00 

证 YU) = /i(f-r)X(r)dr, 

J _ coX 

yco 是正态分布的实随机过程.设 z = f °° gcoxaodt , 其中 

V 00 尤 
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wo 是任意函数， Z 是正态分布的线性组合，所以 Z 是正态分布的 
随机变量.定义 


尽⑴= gl ⑴+ 


g 2 Cu)hCu — Odu, 


则 Z 


h ⑴ X ⑴士+ 


W 


gl U ) X ( t)dt + 


g 2 ( u ) h(u 一 t)duX (Odt 


X ( t ) h(u — t ) dig2 iu)du 


w 


gi + Y ( u ) g 2 ( u)du 




Yit ) f 


由于 gU ), gl { t ) ，g 2 ⑴都是任意函数，而 Z 是正态分布的随机变 
量，所以 ( xg )， y ( o ) t 是联合正态分布的随机变量. 

例2设 e [a,6]} 是正态过程，；（0必（0是两个 
任意的非零实函数，令 


Vi 


gl ( OX ( t ) dt , y 2 


g 2 COX ( t ) dt 9 


m/ 


证明.与 A 是联合正态的. 

证 显然, K 与6都是正态的.取任意非零常数 h 和心，令 

Z^k x Y x +k z Y z M 




Z = k x \ gl U ) XO ) dt -\- k 2 \ g 2 U ) XCt)dt 






4 / 


lk lgl U )-{- k 2 g 2 ( it ) lX ( t)dt 


ga)X(t)6t 9 


故 Z 是正态的.于是， I(i) 与 Y z ( t ) 是联合正态的. 

例3说明正态过程在任意一组时间 t ^ t z ,- a k 的集合所组 
成的样本都是联合正态向量. 

解定义 ( x ( o ， x ( g ), …，; c(y) T 是一 个&维 向量. 

若2： = G t X 对任何 G t 是正态的，则命题成立. 
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因为任一 G T 可划分为 

G T = ( G [， Gl ， …， Gl )， 
其中 Gf 是 lXiV 维向量，而任一 可划分为 


故 

设 

其中 


G 了 = (gn ， gi2, … ， giN)， ^ = 1 ， 2 ,…，是 


k 


N 


z= 

1=1 i=i j —1 

g T ⑴ = 


k 


&⑴ = 2 茗. )价—6)， 


则 


r 


g r U)X(t)dt 




N 






r 


N k 




N k 


SS & W ) 




即知 z 是； cu ,) 的线性组合，所以是联合正态的. 

例4 设有随机过程 XG ) =1/。050^+\^110^，式中0>是常 


数，是相互独立的正态随机变量，且均值都是零，方差都是 
尺求 X ( t ) 的一维与二维概率密度. 

解由题设知, x ( o 是正态随机过程,因此需先求出其前两 
阶矩. 

/jt x U) = F[l/]coso^ -^E[y2sincot = 0, 

< j z x u ) = E [ x 2 a )] 


E[L7 2 ] cos 2 w + E[V 2 ]sin 2 ^ + 2E[UV] sin^ cos ⑴ r 


_ 

a 


所以一维概率密度 / x ( x ) 




exp 


x 






v 2 tz<j 

[^ i (0,^(0 ] T 


2a 


2 




0, 


c 


' £[x 2 (0] 

EZXCt^XCt^J 


" 1 COSo^_ 

Mx{t 2 )X{t x )^ 

Etx 2 ^)] „ 


^ cos cor 1 - 
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所以二维概率密度 


fx(^i ，工 2 ;r) 


2 n I C I 


1/2 


exp 


[工 i ^ zlC~ l 


尤 l 

-x 2 - 



例 S 设 X ( i ) 是均方可微的平稳正态过程，相关函数 i ? x ( r ). 
求随机过程 nO = [ X (£+ e )- X ( r)]/e 的一维概率密度 / X U ) ， 
并证明：当0时， / y (W 趋向于均值为零，方差为 一 K %(0) 的正 
态分布. 

解显然， Y ( z ) 是正态随机变量，有 


〜 (0 = 取⑴ ]= j{E[xa+ e )-xa)]} = o, 

4⑴ =£：[ v 2 (0] 


= 4{^[X 2 (r + £ )] + E[X 2 (r)]-2E[X(z + e )X(0]} 
£ 


e 


[心⑻一心（ £ )]， 


则 fy ( y ) 


^4^x(0) - K x ( e )]/ s 2 


exp 


U c 


4[J? X (0) — R x (e) ^ 


证 R X M 是偶函数，所以 R x (0) = 0,于是 

lim g _[ M 0);_ 啦)] £ lim - i ^( e ) 


-0 


4 

e 


£—^0 


£ 


lira — i ^’ x ( e ) 

«r-^0 




i^x(O), 


即 


fy ( y ^ 


e—0 


exp 



2 


说明当 e —0 时， / Y (： y ) 趋向于均值为零、方差为 一 i ^ x (0) 的正态 
分布. 


例6设 X ⑴是均值为零，相关函数 i ? x ( r ) = e H /的平稳正 


态过程.令 Y 


X ( Odi ， 求随机变量 Y 的概率密度八(介 

0 


解因为 Y —定是正态随机变量，有 
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E[y] = e 


E[Y 2 


E 


L 4 


'xCOdil- 「 JE ： [X ⑴] A = 0 ， 

0 J Jo 

'xcodi)^ ££E[X(OX(r)]drdr 




0- 


e 




didr 


0 


■1 「 rt 

e— (r — r) dr + 

* o ~* o 


e 


广 Mr 


dt 




所以 


/V (: y ) 


v 47 te 1 


exp 


: y 


2 


4e 


-i 


例 7 设 X 和 Y 是均值为零、方差为 a 2 的独立随机变量.令 
Z(0 = Xcos 2nt + Y sin 27ci, 


(1) 求随机变量只 =VX 2 +Y 2 的概率密度 A (r); 

(2) 在 r = 0, 1/4, 1/2 取样，写出样本的联合概率密度. 
解 （1) 因为由概率论知 


F r M ^P{R^r] = P{ s /X 2 +Y 2 < 


f(x 9 y)djcdy 


r2it 


o 


r 


o 2 nd 


芝 exp 


2 d 


drd9 


Vx 2 +y 2 Kr 


m/ 


o a 


exp 


2 a 2 


dr, 


f 


所以 


r 


f R ir) = F’ R (r) — <a 

0, 


exp 


2(7 


2 


> 0 , 


r<0, 


由此知 i? =vx 2 + y 2 服从瑞利分布. 

(2) 因为样本是 Z(0) = X,Z(l /2) = 
Z (0) 与 Z(l/4) 相互独立， Z(l/2) =—X 






X，Z(l/4) =Y， 所以 


Z(0), 




类似例4,可求得 


/ z ⑴ 


v 2 tc<t 


exp 


z 


2 a 


/(A = ^^expj- Zl : 2 Z2 >§(2：! +2 ： 3). 


故 
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例 8 设 X (0 是一个均值为零的正态过程，相关函数是 


K x ( r ) •设输出过程是 y (0 = X 2 ⑴，求 R y ( r )，/^， a . 和 / y ( y )* 
解 R Y M = E[Y(£)Y(i-r)] = E[X 2 ⑴ X 2 (t-r )]， 由第 
一节例7知 E [ X 2 Y 2 ] = E [ X 2 ] K [ y 2 ] + 2{£：[ XY ]} 2 ，而 X (0 与 
xa-r) 是联合正态的，故 


RyM = E [ X 2 ( f )] E [ X 2 (t - r )] + 2{ElX(t)X(t - r )]} 2 

= ^(0)+2^( r ). 


而 

由于 


fx Y = E[Y ⑴] = E [ x 2 (0] = R x (0)， 

(Ty = -Ry (0) _ //y ~ 2_R^"(0). 


故 


fv(y) -fxCVy) I (v^)' l~hfx(-^y) I (~v9 ) ； 


_ 点八 ❼ + 



= 1 exp (— p ^ n 、 } U (： y ). 

^ 2 ^ R x { 0 )y 1 ^ x ( O )/ 

例 9 设 X(0 是一个均值为零的正态过程，相关函数是 
A(r)， 设输出 Z ⑴=| XU ) | .求心和 AU). 

解 R z ( z ) - £：[Z(OZ(f-r)] = E[ I X (0 hlX ( t - r ) |]. 
因为对于联合正态的两个随机变量 x 和 y ,当它们都有零均值和 
方差/且相关系数为 r 时，由第一节例7得 


£[| X | • | Y |] = ^- ff^Ccosa + asina ) , 

其中 a = arcsinr, ] a it / 2 . 

所以由 a x = E[X 2 (O] =K X (0), 

ErX(0X(t-r)l ^ RxM 

Vkcx 2 ⑴ Mx 2 (卜 r)] — R ^ oy 

得 K z (r) = —l^xCrXcosa + asina) » 

K 
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其中 


a 




arcsm RAO)^ UI ^T* 


由于 


/ x ( x ) 


^/2tzRx(0) 


：exp 


x 


2 


2 R X W 


所以 


f*OQ 




X 


2 


m/ 


OO 


jo — — - exp { —— ^-=r ~7— 

^27 tR x (0) \ %(0) 


dr 


\/ ZR x iSS ) h 


E ^(0^= R Z CO ) 


2R X (0) 

7 C 


COS 


f" + f sin f )= 尺 X ⑼， 


2 

°z 


于是 


-E[Z z (t)J-ju 2 z = ( 1 - 2 /k)R x ( 0 ). 

/z ( 之） =[/( 之 ） + fx(—^)JU(z) 


z 


z 




U(z). 


例 10 


二极管的电压 XU) 是零均值的平稳正态过程，相关 
函数是 A ⑴ = ce- ald ，产生的电流是 YG) = Je 1 ™ ，求~⑴， 
a Z Y it) jSy(co). 


解因为 = 0 ， a 2 x — R x (0) = c 


所以 


fx ( 工 ， 0 




v 2 nc 


exp 


x 


z 


Yc V 








7e 


ax 


e 


/( 2 c) 


E[Y Z ] = £[J 2 e 2 ㈣ 


v2tzc 


Z ciZar/Z 


djo = Ie ca 


n 


re 


I 2 e Zcal 


a 2 y = E[Y 2 ] - {Em} 2 = I 2 e 2 - - I 2 e cJ 
由于 Ry(r) = E[Y it r)Y (t)^\ = E\^Ie a 


I 2 e ca (e ca 


1 乂 


X(t+r) 




Ie a 


XU) 


2 T-r aX(tH)+aX(0 


l 2 El 


e 




<Px 


a a 


而特征函数 


< P x ^ v i ^ v 2 ir ) 


323 



2 2 2 

— exp jS^x — "9 2 2 [ 尺 x(r*) ~f^ x ]v l v k ) 
' 1=1 4 1=1 k=\ I 

I 1 21 2 ' 

= exp|—y 2 

(0, i = k f 

其中 r ik = t,k = 1,2. 

lr ， 1 辛 k ， 

所以 R x ( tt ) = I z exp { a 2 c + a 2 jR x ( r )}. 

将展开成泰勒级数，得 

R X M ^= I 2 e caZ 「1 + S 

L 卜 1 々 ■ - 

于是，得到 YU ) 的功率谱密度 

roa 

Sy(aj) = R x Me" iu,T dr 

J — oo 


2 


2 V 


A— 1 * 


_ 


2ak _ 
co 2 +a 2 f 


例 11 设 X ⑴是正态过程，有相关函数 i? x GO ，证 明:若 



i ^( r)d 

0 


0, 


则 


£[X 2 (?)] = lim ~ X z (t)dL 

T _°° llJ-T 

证设 Y (0 = X 2 ⑴，即证 Y ⑴是遍历的，有 

Ry ( r ) = ^^( r ) + 2 J ?^(0)? fXy = i ? y (°°) — 2 i ?^ (0)* 


而由均值的各态历经性充要条件，要 


E[Y ⑴]= lim 

X—froo 


2TJ- 


y ⑴&， 


必须 


1 r 2T 

feTJn (1 


0 


[-Ry ( r ) — " l]dr = 0, 


2T 


即 


lim 


1 「 2 T 

〒 （1 
1 J 0 


^ ； )[i^(r) +2i^(0) — 2R 2 X (0)3 2 dr 


~^r (1 — 7^0 碎 （ r)dr = O . 


TJo 


2 T 
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由题给条件，有 


°<fe r , 


^ 2 lim 

■-T' —一 




2 T 


(1 




0 


2^)^( r)dr 


广2丁 


2 TJ 0 


i ? l ( r)dr = 0. 


故必要条件成立.所以 Y(0 是各态历经的，有 


E[X 2 a)]= lim 2^1 


r* 


T 


X 2 { t)du 


-T 


第三节窄带平稳实正态随机过程 


主要内容 


一 、窄带平稳正态过程 

1. 如果系统在中心频率/。的附近很窄的范围内通频带 
A/</ 0 异于零，则称系统为窄带系统. 

设有窄带随机过程 X(0 - A ⑴ cosUf +巾⑴]，可表示为 

X(0 = A c (i)cosoj 0 ^ ~ A 1 (i)sincu 0 i» 

其中 A c Ct) ~ A(t)cos0(0 , A s {t) — A(i)sin0(f). 

A(t) = -j- (t)J 1/z , 0(0 ~ arctan 全證 • 

AU) 称为窄带过程的包络，称为窄带过程的相位. 


其统计特征是： 

(1) R C M — R x Mcosa ) 0 T -\- RxMsinco 0 r ^ 


R S M = ^R x (r)cos r +J? x (r)sino> 0 r_ 

^(0 是实值函数 x { t ) 的复形式 x { t ) = x { t ) + j^(0 的 虚部. 


R ^= R sM, 加=士[ 贫 dr. 
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(2) R cs ( r ) = R x ( r ) sina) 0 T — R x Mcosa ) 0 T ^ 


R sc ( r ) = — i ? x ( r ) sino^r + i ?； f ( r ) coscw 0 r 

R CS M —~ R SC M —^ R cs (— t ). 


(3) 在同一时刻 R cs (0) = 0. 

(4) 功率谱密度 

G cs iw ) =- G sc { oj ) 


— — o> 0 ) — G x (o> + c^c)] ， 丨⑴ 叫 


0, 


I CO I 〉 £0。 • 


G x ( w ) 


[ G r ( o ; _ co 。) + G f (ca + cwo )] 


[ G ,( 


OJ 


， 0 ) + (w + ⑴ o ) ] ， I OJ |<C 


CO 0 


G c (co) = G s (co) 

(G x (,a) — co 0 ) ~\~G X (a; + coq ) j I co \<^aj 0 9 

— lo ， 其它. 

2. 设 { X ( i)，i e T > 是均值为零的窄带平稳正态过程， 

X{t) = A(r)cos[a^ + 少 ⑴] 

可表示为 XO .) = X c it ) cosco 0 t - X s ( t ) sinc ^ ot , 

其中 X ( i ) 和 Xsit ) 是两正交分量，均是正态的，且是联合正态的. 

E [ X c ( O ] = E [ X ,( O ] = 0, =為=4， 


JR X (0) = R x (0) = R x { 0 ) , R cs { 0 ) = E \^ X c { t ) X s U )^\ = 0* 

两正交分量的&合密度为 


/( 及，及）= /( j : c )/( x 5 ) = 

这里= A 2 . 

3. 包络的一维分布密度是 


2 na 2 x 


exp 




2 ffx 


(xj + ) }. 


/( A ) 




2 it 匕 

f ( A ^< p ) d<p = —exp 


A 


2 




0 




2 <y 


A >0, 


x 


相位的一维分布密度是 
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fi<p) = /(A ， 9)dA = 士 ， 0 ^<d^2k. 

J o Z 丌 

可见，窄带正态过程的包络服从瑞利分布，相位服从 (0 ， 2 tt ) 内的 
均匀分布. 

因为 /(A,0=/(A) /(0，所以 A ⑴与少⑴是相互独立的. 

还有 


E[A(£)] =vV2(t x , f ： [A 2 ⑴]= a A iO = (2~7t/2)4. 
4. 因为包络和相位的二维密度 

fiA，i » A 2 >01，少 2) 


4 兀 2 ( c 2 1 1/2 ex P\~ 2 I c 1 172 [4(4 +4) 

= < ) 

一 2a(r)Aj A 2 cos (<p 2 一 奶 ）] 卜 Aj , A 2 > 0,0 < <p 〜 ，％ ^ 2tz 

、0,其它， 

其中 a(r) — i? xc (r) = R! s (r) ， r = t 2 — 、• 

所以包络的二维密度为 
f(A l9 A 2 ) 


f A!A 2 /A 1 A 2 a(r) \ I < y z y { A \ + A \) | 

TcT 17 ^ 0 、 I ci 1/2 户 xp i ——2 |c| 1/2 1 

、0, 

相位的二维密度为 


0 ， 

其它， 


/( 史 1 ，灼） 


f C 

1/2 

’ （1 一 COS 2 ?) 1 ’ 2 — <pCOS(p- 

2 2 

丌 （ 7 X 

,0, 

L (1 一 cosV 3 ’ 2 J 


0 < 列，的 < 2tc ， 

其它， 


其中 ，以 x) 二去 exp{xcos 是第一类零阶修正贝塞尔 

(Bessel) 函数， p = cos^fl — r(r)cos(9>2 — 仍）]. 

窄带正态过程的包络和相位不是相互独立的.当 r-co 时， 
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ACq ) 与 A 0 2 ) 是相互独立的，其联合分布密度 _ exp {— 

^ exp {-^|} 是两个瑞利密度之积. 

二、正弦波和窄带平稳正态随机过程之和 

因为随机相位正弦波是 

S{t) = Bcosicoot^d) = Bcosdcosco 0 t —— Bsin0sina) O t 3 

均值为零、方差为/的窄带平稳正态过程是 

N(t) — N c (t)cosa) 0 t — N^COsiruo 0 t^ 

所以，它们之和为 

Y(0 = N(0 +S(0 = A c (t)cosaj 0 t — A s (t)sina) 0 t 
=A ( O cos [o> 0 i + ^( 0 ] ? 

其中 A c it) - Bcos ^+ N f (0, A s it) = Bsin ^+ N / c ), 

A 卩门 

AU ) = [ A » 十次⑴] 1 ’ 2 ，步 ⑴ = arctan ^f 
i . 包络的分布密度为 

/( A |<?) = 4 ex P 卜 4 志 & 卜。 (*)， A >0， 

其中 ) 为零阶修正贝塞尔函数. 

包络分布实际上与61无关，故包络密度 

/( A )=^ expj -^^)/ 0 (^) 

服从莱斯分布，当 B —0 时，莱斯分布趋向于瑞利分布.令^ = 
A / a^b = B / tj ，则： 

(1) 在小信噪比 ( fe 《 1) 时，包络分布服从璃利分布， 

/(• y ) x ; exp { — v 2 / 2 ). 

(2) 在大信噪比(如》 1) 时，包络分布服从正态分布， 
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f{v) ^ ^exp 

v2n 


— ^(v — b) 2 \ , 


且 v — b ； E[A(0] — B, D[A(f)] = a 2 . 


2. 相位的分布密度为 

f{<p I 8) = ^exp{—E 2 } 



Ecos C<p — 0 s ) 
2 Vtc 


exp{ — E 2 sin 2 i<p — 6)}* {1 + erf[Ecos? 


其中 E 2 


，误差函数 erfU) 


A 广 

\/ir 0 


- z 2 


(1) 当信噪比很小 ( E —0) 时，在给定沒条件下，相位步⑴服 
从均勻分布， /(p I 仍= 1/(2 tt ). 

(2) 当信噪比很大 ( E 》 l ) 时， 


/(^ | d ) 




Ecos (<p — &) 


exp{ — E 2 sin 2 {<p — 0 )} 


是(沪一仍的偶函数，当9 = 0时取最大值 E / v ^. 当$偏离<9时很 
快衰减，即相位分布密度集中在信号相位0附近. 


疑难解析 

1. 窄带随机过程有什么实际意义？ 

答在通信、控制工程等系统中，有用信号与噪声在经过仪 
器加工后，仅有在系统通频带内的信号和噪声输出，而其余部分被 
抑 制掉. 在系统通频带内的噪声称为窄带噪声，窄带随机过程是研 
究窄带噪声的. 

从功率谱密度角度来说，若随机过程的功率谱密度分布在一 
个较窄的频率范围内，而在载频附近的窄带范围之外，其功率谱密 
度全为零，此时随机过程称为窄带随机过程. 

2. 正弦波加窄带平稳正态过程中对随机相位信号 S ( i ) 与高 
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斯噪声 Nit ) 的分析应注意什么？ 

答 在 S(0 与 NU ) 同时存在情况下，对任意给定的6和时刻 
t ， S ( t ) 与 N (0 都是正态随机变量，并且相互独立.在 (9 给定时，有 

| 9] = Rcosd ， | O '] = Ksin^> 

DlA c CO I 6] = DlA s I = a \ 

在同一时刻 G 给定 d ， 有 

fiA c I ff) =exp I — ^ (A c — Bcos ^) 2 j, 


f(A s I d) 


72 


K(T 


exp|~ ^2 (A, — Bsin ^) 2 j, 


AA^A I 6) 



e3qD( — ^[(A _Bcos 的 2 + ( 八一 Bsin^) 2 ]|, 


方法、技巧与典型例题分析 


例 1 设有窄带平稳随机过程 

Z { t ) = X (^) cos < y 0 r + y ( r ) sinaj 0 f » 

证明： Ryir ) = i?2(r)cosai 0 r + i? 2 (r)sina> 0 r» 
i?2(r) = R x (t)cqs u}qT-{-R xyMsincooT. 

证要用到希尔伯特变换，先复习一下. 

pte (一⑺，⑺）时，给定实函数妊0,其希尔伯特变换是 

扣） = 仏工 “ ） = 丄厂 ^dr. 

K J ~oo t 一 r 

希尔伯特逆变换是 

-I poo f X 

x{t) = • x(/)= - 不 r - dr. 

nJ-oo t 一 r 

由希尔伯特变换性质，得 

Z{i) = Xit) cosa) 0 t —Y{t)sina}ot^ 
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2Ci) — X C^)sih</>q t 4" Y Ci )cos coq t » 

解出 YU) = ZCOcoswot-ZU^smwot. 于是，依定义有 
R V M = E[Y(i)Y(i-r)] 

= E{[^Z it} cos o) 0 1 — Z(f)sino^ 0 f\[^Z(t — r)coso^ — r) 

— Z{t — r)sino> 0 Ct — r)]} 

= R2 Mcosa) 0 tcos(o 0 (t — r)— 尺泛 （ r)sino^cosoj 0 O — r) 

— (r)cosco 0 tsiruo 0 (t 一 r) + i^Cdsino^sinoi。(£ — r) 

=R z (r) cosa ； o^ cos ^o ^ — r) — i^(r)sina> 0 tcosa)o (i — r) 

—R z (r) cosa> 0 tsixuo 0 (i — r) + R z (r) sin(sincu 0 “ 一 r) 

=i? z (r)cosa>or +J?z(r)sin ⑴ 0 r. 

其中利用了 

= R Z M, =— S z (r), RzM = -R z (r); 

KzC?T = E[Z(OZ(i-r)] 

= E{\^X<,0 cosco 0 t — Y (t) sina> 0 f\ 

• [_X{t — r)cosa> 0 (尤 _ r) _ Y{t — r)sina> 0 — r)]} 

= R x (r)cosa) 0 tcosa)o(t — r) —Ryx Msmco 0 tcoscoo(t ~ r) 

—J?xy (r) cosaj 0 isina> 0 (i — r) + l? y (r) sincoo^sinaio (t — r) 
— R x (r)[cosa； 0 £cos ⑴ 0 ( 艺 一 r) + sin coot sin a) 0 Ct — r)] 

_ 尺 xy (r)[sina> 0 (cosaj 0 ( 亡一 r) — cos(i) 0 tsmco 0 (,t — r)] 

=^^(dcoscoor + jRxy (r)sina; 0 r ， 

其中利用了 K x (r) = RyM » R xy M =—Ryx(r). 

例 2 设有均值为零、方差为 a 2 的窄带正态过程 YU ) = 

A c ⑴ coscoj — A f (Osinas. 试求:包络 A ⑴ => s / A] it) + A 2 S (i ) 在 

任意时刻所绘出的随机变量 A, 的数学期望与方差 . 

解因砍⑺与 A, ⑺是相互独立的，且与 Y(0 有相同分布，故 

m A 、 1 \ Aj + \ 

/(A - A) = w exp l —— 交—卜 
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—i 


E(A r ) 


_oo_ 


roo 


A 2 -L 

V / Af+Af —7exp{— -fdA c dA, 


2ita 


r 


2 k 


0 」 


2 a 2 


roo 


E [ AJ ] 






r - r - - ~ gexp ^~ jdrdd =7 x 7^， 

(Af +A 〖） Aexp(~^#|dA f dA 5 


2ita 


r 


2 k 


0 J 


roo 


o r - r W exp \ ^ 


la 


drdd = 2 (/, 


所以 


D[A C ] = E\^A Z C ] — {E[A C ]} 


2 — tt/ 2 Itx 2 . 


第四节正态随机过程通过非线性系统 



主要内容 


1. 窄带正态过程包络平方的概率分布.设非线性系统特性为 
Y = X 2 ,输入 XU ) 是窄带正态过程，即 X ⑴= A ( f) COS [cM + 
少⑴]，则输出过程 Y (0 的包络分布服从指数分布 




其特征函数 


/( —交叫 — &卜 


，且 £[Y] = 2 ， D[Y] = 4. 


l-2]v 

. 窄带正态过程加正弦波的包络平方的概率分布.因为 

丫 ⑴= S ⑴ +N(c) = A(0 cos[o^£ + ^(0 ]， 


所以 f ( y ) 


2d 


? exp \ 2? 


(: y + 叫 I 。 (亨) ， A^O. 


特征函数 




exp 


B 2 /<j 2 


l~)2v<y 2 
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方法、技巧与典型例题分析 


例1 设信号与窄带高斯噪声之和为 

X(i) = acos(o^ + @)+N(r ) ， 

其中0是 (0 ， 2 tt ) 内均勻分布的随机变量， NU ) 是窄带平稳正态过 

程，均值是零，方差是 a 2 ，且 

N(t) = N c (t)cosco 0 t ~ N s (t)smco 0 ty 

证明: XG ) 的包络平方的自相关函数为 

jRx(r) = a + 4a 2 o' +4<j 2 + A[_a 2 R N (r) (r) ~\~R% ^ (r)] 

c c c s 

证因为 X(t) 可写为 

X{t) — [acos® + JV C (^)]cosa> 0 f ^ [asin@ + N J (i)]sincf ； 0 i, 

设 X (0 的包络平方为 A ( t ) ，则 

A{t) = [acos@+iV c •⑴] 2 + [asin@+iV, ⑴] 2 

=a 2 + 2aN c U) cos© + 2aN s {i) sin® - N z c dt)N z s (0. 

于是，依相关函数定义，有 

R X M = ElAU)A(t-r)l 

= E{[_a 2 +2aN c (i)cos@ + 2aN, (Osin@+N^ ⑴ +Nf ⑴] 
• [a 2 -\-2aN c Ct — r)cos©4 - 2aN s it — r)cos@+JV^ {t — r) 
+ Nf (^ — r )]}. 

利用 £[ N 々)] = £：[ X ( O ] = 0, E [ iV ; ⑴] = E ：[ JVf ⑴]=/， 

E[_N c {t)N s (t)2 = i^ NN (0) = 0 ， 

c s 

(r) — jRjy Cr) ~ 0» (r) = — -Rjvn (r). 

由于零均‘正态变量 M 奇次阶混合“于零，即 

£[ X ( 帆(卜 r )] 

= £[ Afa ) N c a - r )] = £[ Ka ) N f a - r )] 

=£[/^ (賊 a-r)]= £[N f QW S a-r)] 

- £0 V /() JNf ( f - r )] = £[ N c ( t ) iVfa - r )] 

= E\^N s Ct)N z s Ct~ = 0 


333 




及 E[X 2 U)Y 2 (r - r)] = R x WR y (0) + 2i?^(r), 

当式中 X(«) 与 Y(f) 是联合正态分布函数时，有 

E[N 2 C (t)N 2 c (t-T)l = cr 4 + 2R z n (r), 

c 

ElN 2 s U ) N 2 s U - z ) l = a A +2 R z N ( r )， 

c 

EZNlU)Nl(t-r)l = <j 4 ^2 R 2 nn ( r )， 

c i 

E[_N 2 c (0N 2 S ( 《一 :)]=〆+ 2i?U (r), 

将上面结果代入 i^(r) 的计算式的展开式中，经过化简可得 

Rx(r) = a 4 ~h4a z a +4<r 4 -\~A[_a z R N ^ (r)+i^ (r)+i^NN (r )]， 
即命题得证. C C u 


例 2 随机噪声通过平方律检波器的分析. 

图& 1中I表示一非线性器件，其输入、输出满足关系 y = 
a 2 ，a 是常数 .n 是一个低通滤波器， I、n 合起来称为全波平方 
律检波器. 


^ I 夏 


图 8.1 

解因为 P{Y,<：y> = P x { X t e A (^)}, 则 
当: y<0 时， P { Y t < y < 0 } ~ 0, 

当） >0 时， 


P{Y t <y}= P{-^M < X t <y^TM 




P{X t <^Ja)-P{X t 


所以 /y (>) 




2 v ^ 


C/x =Wa)+/ X ix t =—V^Ta )]， 


Ely n t ^\ = a x] n f x (x r )dz r = a n E[_X 2 ^, 

— —- ( 


只 y ( 尤 1 ，， 2) = a 2 






工 \ 工 (A, ，工 ^ 




a 2 E[Xf XM. 
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如果输人 X(0 是二级严平稳过程，则输出是宽平稳过程. 
如果输入是正态过程，且其均值为零，则 






exp 


2 a 2 x 


/v (: y,) = 

o , 


exp 


% 


Zoxa 


即1是/(1)分布. 

如果输人 XU) 是窄带平稳正态过程，则 


乂 > 0 , 

其它. 


XCt ) — A (i) cos (ct>o ^ H - 步 (£)) ， 

其中， A(0 是其包络， 00) 是随机相位，坤 = 2 tt / 0 ，/0是中心频率 • 
经过非线性器件I的输出 

Y f = oA 2 ⑴ cos 2 [o^ + 中 ⑴] 


= -~A 2 ⑴ [1 + cos (2o>。? + 2 少⑴) ] ， 

其中第一项反映的是低频分量，第二项反映的是调制载频为2/。 
的随机信号. 

经过低通滤波器II的输出 




A Z U). 


窄带高斯噪声的包络分布为瑞利分布 


/(A) 




A 

2 

(fx 

LO , 




/ z (^) 


~Z/ iac 




2<7x 


Lo , 


, A , >0, 

其它. 

J ， Z >0, 

其它. 


即理想低通滤波器的输出乙服从指数分布. 
( I ) 输出的各阶矩(计算过程略）为 
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E[yf] = 3a 2 4, 

£07] = aV ； (2n-l)[U D[Y t ] = 2a 2 ^. 

(n) 输出的各阶矩为 

E[Z £ ] = ^, E[ZfJ = 2aV X9 

ECZ：] = 72! aV x n , D[ZJ = a 2 4. 

例 3 信号加噪声通过平方律检波器分析.如果平方律检波 
器输入是随机信号 SCO 与随机噪声 N(t) 之和， S(r) 与 N(t ) 是相 
互独立的实平稳随机过程，且 su) 与 mo 的均值均为零 . 

解 此时，平方律检波器的输出是 
Y(0 = a[X(0] 2 = a[S 2 U) + 2S(t)NCt) + N 2 (0], 

故 E[Y(0] = aE[S 2 (r)4- 2S ⑴ iV ⑴ + iV 2 ⑴] 

=aE[S 2 ⑴] +aE [iV 2 ⑴ ]=a (4+4 )( 常数）， 
K[Y 2 (0] = a 2 E{[SO)+NO)] 4 } 

=a 2 E[S 4 (0] + 644+ E[N 4 ⑴]， 
R Y (t^t z ) ^ECYO^YC^)] 

- aE{ ISO, ) + N(t, )] 2 [S(i 2 ) + N(^ 2 )] 2 > 

=a 2 ElS 2 UOS 2 

-baHElSU 1 )S(t 2 ^ElN(t l )(N(t 2 )'] 

-^ a z ElN z (^)N 2 (? 2 )] + aE[_S 2 (^)]E[N 2 (? 2 )] 

+ a 2 E[S 2 (£ 2 )]E[N z a i )]. 

若 s(0 与 N(t) 均为平稳过程，设 r = 匕 一 ， 则 

£[S 2 (^)S 2 (i 2 )] - j^S^S^/CS^ ^S^dS^dS^ = (r), 

鷗 oo 

E[N 2 (^)N z (i 2 )] = nlnl/U ,n, )dn, dn. = ^ (r). 

J — 12 12 12 

故 尺 Y(r) = i^ss(r) +Rgv(r) + 尺 NN(r ) ， 

其中 Rss(r) = a 2 R^ (r) > R^ir) = a z R^ (r) ? 

尺 jvs(r) ^ a 2 [4R s (r)i?/v(r) + 2cr| cr^D* 

对 K y (r) 式两边取傅里叶变换，得 
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SyCco) = SgjCo；) (ct>) + (<w) ? 


其中 


Ss, (^) = a\ (r)e _,wr dr, 








S m (co) = a 2 Rj^ (r)e 卞 dr ， 


Ssv (o>) = 4a 2 S N (coi )S s (a> — )daji ~h 2a z a\ 

J —oo 

S s (aO 和 S N U) 分别是 S ⑴和 N(0 的功率谱密度. SsvU) 中的 
第一项 SS N ( W ) 与 S s (a;) 的卷积，第二项是直流分量， Sw(a;) 表 
示输出端的噪声因信号的存在而有增加. 

若输入噪声是窄带实平稳正态过程，均值为零，输入信号 
Sit) = Acos(a^ + 中 ) ， A 是常数 ，中在 (0,2 兀）内服从均匀分布，中 
与 mo 独立.则 

i?N3v(r) = ^Rn 2 (r) — a 2 <Jn + 2a 2 JR^(r ) ， 

roo 

Sp^Cw) = 2a 2 S N (coi )S n (oj — coi^dcoi 

J 一 oa 

其中分别是信号为零时的输出相关函数和功率 
谱密度.而 

R S M = A 2 E[cos(a» 0 ^i +^)cos(£w 0 f 2 + 步 )] 




2 


1 r 2 n 

cos[a> 0 (^i 一广 2)] + 7 

LaIO 0 


cos 


[ojo (fi + ) + 2^]d0j 


A 


2 


cos (a> 0 r ) ， 


故 S s (af) = ^~[S(CO — / 0 ) +S(£W+ /o )1 ) 

于是 ■Rsv(r) = 2a 2 A 2 J?^(r)cosct» 0 r + a 2 A 2 f 

S^Cco) — a 2 A 2 [S N (co — / 0 ) H - S N iot _ f 0 ) +4§( 出 )] ， 

£[S 2 (^)S 2 (f 2 )] = A^Ccos^wofj + 0) cos 2 (a> 0 1 2 +0)] 

A 4 A 4 

= — h ~ 5 ~cos {2co 0 r). 
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故 


RssM 




a 2 A 4 . a 2 A 


4 


4 



8 


cos C2ct>ot*) f 


S55 (co) = ^ ^ SCO + [S(a» — 2 f 0 ) ~ S(a> + 2/g )] ， 


其中，/。是中心频率，如。 = 2 tt /。， 从而有 


RyM 




a 


A 


2 


+ A) ~h2R^f(r) ~h 2A 2 R N (r)cosQj( 



A 


8 


cos ( 2co 0 t) 


S Y ico) 




a 


A 


2 


v 2 roo 

+ A ) S(a>) + 2 SjyCa；! )S^(cw — (0\ ^do)] 

/ J 一 oo 


+ a 2 { A 2 [ S N ( ct > —/ 0 ) 4 - Sjv ( a ; + / 0 )] 

+ €[S(a> — 2/ 0 ) + S(a> + 2/ 0 )]} ， 


于是 


ELYJ = a 


A 2 


+ (T 


N 




E[Y] ] = K y ⑻ =a 2 [(夸 + A ) 2 + 24 + 2A 2 A + 夸 


D[Y,] = 2a 2 (告 + A 2 ‘ + 4). 


第五节 X 分布与维纳过程 


主要内容 


— a 分布 

1 •若 n 个相互独立的正态随机变量= 1,2, … ,72 有相同 

的均值零与相同的方差 a 2 , 则称 s = Y ^ x ] 为有 w 个自由度的 x 2 

1 = 1 

变置. 
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/变量的概率密度为 


/s(0 


n/z Tin/2) 


n 

S 了 


e 


2 




其中伽马函数 r ( a )= 


特征函数为 


= (1-2 W 

有 E [ S ] = «, D [ S ] = 自由度 72 = 2 K 2 [ S ]/ D [ S ]. 

两个相互独立、自由度分别为化和 & 的/随机变量 S ni 和 S 、 

之和是自由度 n = ni + n 2 的/分布. 


2. 在第1点的条件下， S 2 = 4 S ^*+ A ) 2 称为有 n 个自由 

O 1=1 

度的非中心/随机 变置， 其中找为非随机变量. 

非中心 x 2 变量的分布密度为 

/ 山 ) = y(~)^exp|—V^A), A = A 
其中 / n /2- i (^)为第一类 h /2—1) 阶修正贝塞尔函数.特征函数为 

f 、 （ 1 \ n/2 f )\ 

exp i~^7/ exp i Y~T2?vi' 

两个相互独立、自由度分别为巧和巧的非中心/变量，若非 
中心参量分别为 Ai 与 A 2 ，则它们的和是巧 + rz 2 个自由度的非中心 

X 变量，其非中心参量为 Ai + A 2 . 

二、维纳过程 

1 .设随机过程 { W 。 ⑴， [0 ， co )} 满足： 

( 1 ) W 0 ( t ) 是独立增量过程，对任意 6 G [0, oo), £l <心及 
A > 0,增量有相同的分布密度. 

(2) 对任意的 f e [ o , oo )， 增量 w q g 2 )— wjh ) 的正态分布 
密度，有 
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/—。―) 






: xp{_ 


2(6—0 


}，X 6 (—oo,oo) # 


(3) 若 P { Wo (0) =0} = 1，则称 We ( i ) 为规范化维纳过程. 


£[w 0 a 2 )w 0 (t 1 )] = £ ： {Cw 0 (i 1 )] 2 } =t 


^2 ^ 


E [ W 0 (^) W 0 (? 2 )] 




t 


1 > 尤2， 


故 E [ W 0 ( t 2 ) W 0 ( t l )^\ = R Wq ( t 2 , ti ) = min ( t 2 , 

若 Wit ) =^ t - haW 0 ( t ), 

则 £[ W (0]= 〆 ， D [ WU )2 = aU 

其中是 常数# 称为偏移系数， a 2 称为过程的强度，其一维分 

布密度为 


yw ( t ) (工) 


-J 2nta 


exp 


{x — tip 
2 a t 


由上述讨论知， w ⑴， w 。 ⑴是非平稳过程.故 

1) 维纳过程是独立增量过程，且为齐次增量过程，因而是马 
尔可夫过程； 

2) 增量的分布是正态的，因而是正态过程； 

3) 维纳过程是非平稳过程。 

因维纳过程 W 。 ⑴的相关函数氏不存在二阶偏导 
数，故 W 0 ( r ) 不存在均方导数.其形式导数定义为 WVr ) ，则 


尺说 （ 艺 ） （艺2，广1 ) == 尤1 ) ， 


d ^ dt , 

可将上式看作维纳过程的导数过程 w [⑴的相关函数，即 
RW / 0 U ')( t 2 - t ,) — 匕 ）. 当匕关 G 时，由 ) 和 W ' 0 ( f 2 ) 

的相关函数为零，均值也为零，从而知和 \ r Q u 2 ) 不相关. 

2. 维纳过程定义为零均值平稳高斯白噪声 Xit ) 的积 
分，即 


W ( t ) = X { u ) du , W (0) = 0, 



对于其中 X ⑴，有 K [ X (0] = 0, i ? x ( r ) = a 2 S ( r ) 


340 


■ 


W ( t ) 是一高斯过程，有 


E [ W ( t)l - E 


XU ) dw ]= rE [ X( M )]dw = 0 , 


0 


W(0) 


X ( u)du = 0 , 


o 


CowiWCt ,) ^ W ( t z )) 

= ff 2 min(^ ，匕） ， 




X(.Uo)du< 


£：[ W (^) - W (心 ）]= 0 ， D [_ WU X ) —肋 2 )] -a \ t z 


疑难解析 


什么是高斯白噪声？ 

答两均值为零、相关函数是 SG ) 函数的过程称为白噪声. 
由于 V 。 U ) 是高斯过程，其形式导数 ( 0 符合白噪声条件，称为 
高斯白噪声. 


方法、技巧与典型例题分析 

/分布是概率论中已熟悉的概念，维纳过程也已在第一章中 
讨论过，现在从窄带随机过程的角度再进行讨论.请读者注意其中 
的不同. 

例 1 设随机变量 X 和 Y 都服从 X 2 分布，自由度分别为 m 与 
n , 且相互独立. 证明： 随机变量 Z = X + Y 也服从 X 2 分布，且自由度 

是 W + 77. 

证随机变量和的卷积公式，得 

Tz ( 之） = /x ( 工） */v (:V) = f x (x)fy(z~x)djr 

Jo 

= f Z - 1 - * - 1 - (z — x ) e - 2 ( ^" x> Ax 

Jo 2 W2 r(m/2) 2 nlz Tin/2Y ’ 
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—z/2 


(m+n)/2 


r(m/2)r(n/2) 






咢一 l 


{z — x )^ _1 dr. 


令 


汶，则 


/ z ( 之) 


-z/2 


<wrhrt)/2 


r(m/2)r(n/2) 


】（1 一 0 号一 1 df 







e H 





所以， Z = X + Y 服从 X 2 分布，且自由度为 m + n . 

例2设一包络如图 8. 2所示，平方律检波器的输入为 

YU) = Bcosiajot^6) 

N (0 表示窄带高斯噪声，其均值为零，方差为£7 2 ,且 N (0 - 
N c U ) cosco 0 t — N s dt ) sin ( o 0 t . 讨论经检波并归一化处理后，独立抽 

样 m 次，相加后其输出是什么分布. 



图 8. 2 

解因为平方律检波器的输出是输人过程包络的平方，即 
A 2 (0 = [Bcos^H-N c (0] 2 + [Bsin^+N/O] 2 . 

由于独立抽样可以得到 m 个随机变量，每个抽样值又是两个正交 
分量，故相加后的输出为 
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2]{[Bcos^ + N,(? t )] 2 + [Bsin d+NSh)J). 


o 


式中两项都是有 m 个自由度的非中心 Z 变量，非中心参量分别为 

、 ^ /Ecos^\ 2 mB z 2 。、 \ri / Bsin8\ 2 mB 2 ■ ? ^ 


s(，) 


cos 2 0 ， A 2 


mB 




所以， S 是有 2 m 个自由度的非中心％变量，非中心参量为 A=Ai + 
A 2 = mB 2 /a\ 于是， S 的分布密度为 




?? 卜 1 

~z~ 


exp 


A + .s 




(V^A") f S^ 0 t 


非中心参量与自由度之比为 

A _ A 
n 2m 


B 2 

2 ? J 


它恰为平方律检波器输入端功率的信噪比. 

变量 S 的均方和方差分别为 

E[S] = 2m(l + 务 ) ， D[S] = 4m(l+ &). 

例 3 设 { w ( o , (—^，^)}是参数为 /的维 纳过程，令 
X(t) = e ~ ar W ( e 2u£ ), t e (―00,00)，“>0为常数，证明：{；^)， 
te (— w ， m )} 是平稳正态过程，相关函数尺 x ( r ) =a z e aW K 
证因为 W ⑴〜 JV (0，( x 2 U |)， 

所以 W ( e 2 “ f ) 〜 _， a 2 e 2flf ) , ZCt) 〜 N (0, ^)， 

E[X( 0 ] = 0 ， f G (—cx>,cxd). 

对任意 ^ G 6 ( — m ， 00 ) ， e 2ail < e 2a 〜 ，有 

h) = E[X(^)X(^)] - e~ aU ^E[W<i^ )W(e Zat ^ )] 

=e—A 4 V£{[W(e 2dI i ) -W( 0 )] 

• [Wde^ ) - W ( e 2at O )]}• 

由于 WO ) 又是独立增量过程，因此 

EilWCe^) -W(0)][W(e Zaf 2 ) - WXe 2 "、）]} 

= ElW^ -W(0)]E[W(e 2ar O -W(e^O] = 0. 
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从而 R x h ， t 2 ) = e -^' EiCWCe ^ i )] 2 } 

=e~" (r i^ ) {D[W(e^O] + CE[W(e 2at ^ )]) 2 } 


七 2 


a 




a e 


u 


2 


同理，当匕时，有 


R x ^, t 2 ) = a 2 e ~ a0 ^\ 

综合得 Rxiti , r 2 ) =-a e —. 

例 4 设 {d > 0} 是维纳过程，且 X (0) = 0, 求其有限维 


概率密度函数. 


解因为 X ⑴〜 N (0, a 2 t ) ，所以对任意 n 及0 < h < 
…，有 XU ) 〜 N (0, a z O , i = 0，1，…, n . 又因为维纳过程是 
齐次的独立增量过程，所以 ( Xh )， X ( t 2 ) ，…， X ( i „)) 的联合概 
率密度可以由独立性求得，即 


A (^ i ，工 2 ,…，工„; 



\/2/Kt\a 


e 


n 一 1 


:出 


2 


t+1 


k 


a 


e 2 / 1 / 


务 +i 


V 


例 S 设 {X ⑴，〖 G [0,oo)} 是以/为参数的维纳过程，证明 
下列过程也是维纳 过程: 


(1) X r = cX t/( ? , 0< 《 <oo，c > 0 ； 

(2) X t — _ X h ? 0 ^ t <C 00 ， / 1 〉 0; 


(3) X = 



t>0, 

t<0. 


证 （1) 显然，X。 = 0,足服从正态分布， = 0,且 
D[X(t)] = c 2 D[X r/ /] = c a tjc ~ a 2 1, 

iftX^N(0, ff 2 O. {X t > 有独立增量，所以，{足}是维纳过程. 

(2) 同理，X 。 = 0,E[XJ = 0, X ( 服从正态分布，且 
D[X(0] = DlX^~Xj=-a 2 {t~\rh-h) ^<j 2 t, 

故 X t 〜 N (0, a 2 O . XCt ) 有独立增量，所以，{足}是维纳过程. 

(3) 同理，X。= 0, E[XJ = 0,X r 服从正态分布，且 
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D[X(0] - DCXT 1 ] = 

故 X t 〜 N(0，cr 2 O. 因为，对任意的 0 = ^ <0 2 <0“<0„， 

而 （X^，X「 i ， …， Xri) 是 n-l 维正态随机变量，故 X, -X, ，-, 

12 n 2 1 

X t - X t 是 77 — 1 维正态随机变量•因为， Vr<S<Z， 有 

n #i—l 

El{X t -X s HX s ~X r ^ 

= E[(iX r i - sX r i) GX 广一 rX r i )] 

= $ta 2 (t~ l A s~ l ) ~rta 2 (t~ l A r -1 ) — 5 2 cr 2 5 _1 + rs (i -1 A r _1 ) 
=a Cs 一 r 一 s + r) = 0， 

其中 f 1 A ， = minjr 1 ^- 1 }. 由上式知它们两两不相关，所以相 
互独立.于是{X,}是维纳过程. 

例6设 ( w,，re [0，^)}是以/为参数的维纳过程，令 


2" 


证明： 

X n = 

证 

因为 

二「 

x n -l : 

= 2 


E ( U ( h )/2 ") 2 , ” = 1，2, 


是 =0 


HmE[ | X„-l I 2 ] = 0. 


n—*-oo 


A=0 


k k —— 1 


ji 




m 


E 4, 


k 


显然， Z, 相互独立，且 E[ZJ = 0,故 






EL \ X n -1 n = E (^ Z h ) 


' Zeizj 


2 







k hr - 1 


Ee{[(Y 2 „ 


-1) 去 


其中 


V _ w k/z n — ^ik^\yz n 

* vi 


a/2 n y n 


由于服从同一正态分布，故 
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Ei\x n -m^EL(Yi-iy^a ) 2 

灰 = 1 


—l) 2 ] 


2 n 


DLY 2 J 




n 


(rz > 1) ， 


所以 


limE [| X n -l | 2 ] = 0. 


W—►CO 


例 7 设 {^，r e [0，°°)} 是一个维纳过程， V ?。 e [0, oo ), 
有 

p it 在 r 。 有有穷导数 } = 0 . 

其中 ^ k / Cr ) 表示在 x 的值为 /( x ) 的映射 /. 

证用反证法.设存在 f 。e [ o , oo ) ，使得 

PU k 足在 i 。 有有穷导数} = a >0， 

则对 / i >0, 有 



x,+ h — x . 


Jh 


o \^ pu 卜 x ,} 在 f 。 有有穷导数 } 


a ， 


从而，\/£>0,33>0，当/1<5时，有 


X :#— X to 

~ 7 k ~ 


o 


a 


但另一方面，由于足。柏一足 〜 N (0， t / h )， 故 




~hh 


/ 

依正态分布的性质，当 e 充分小时，朽 


) / 4h ~ N{0 9 a 2 ) 9 


X + k — X Q 


0 


即 


v2n a 






2 


IXI< 


exp 


e 


X 
2? 


4 h 

dr <4 


< e 卜， 


与 h 〉0 无关. 所以推出矛盾 • 于是，所证命题成立. 
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第九章时间序列分析简介 


第一节时间序列与 ARMA 模型 


主要内容 

一 、时间序列 

1. 当随机过程 u ( Owen 的参数集： r 取一 2 , 
— 1，0，1，2，.”} 或丁 ={1，2, •••} 时，称{ X ⑴，为随机序 
列.在工程技术中，随机序列的参数集: r 用来表示时间时，称随机 
序列为时间序列{足， r = l , 2,…}.时间序列的一个样本函数 
{々，£=1，2, •••} 是时间序列的一个现实. 

2. 若{足， i -1, 2, …} 是平稳过程，则其协方差函数与相关 
(系数)函数满足 

Cov(X t , X t+h ) =£[(X r —(X f+A —")]=C X ⑹ =C X (0)^(^). 

设 {々， x 2 , …， x n } 是 n 个观测数据，则 {而， x 2 ， …，：1：„}的 
样本协方差函数定义为 

1 w—A 

7 (h) — — Yy (工 :+ a _ 工 ）（ 工广工）， O^h^rif 

71 i=\ 

其中 x =丄 yi j ：,. 

72 | = 1 

样本相关(系数)函数定义为 

jo (/ i)=y (/ i)/y (0), I h I <n. 

相应的样本协方差阵与样本相关(系数)函数阵都是非负定的. 

347 



二、 ARMA 模型 

1. 设{ 足， f =0, 士1，±2, •••} 是均值为零的实平稳时间序 
列，则表达式 


x t =<p l X t - l +9 2 X r _ 2 H - \-<p p X t - p +Z t 

或 ^( B ) X ,== Z £ 

称为阶数为户的自回归模型.{乙 ， f = 0, ±1，±2,…丨是均值为 
零、方差为/、两两不相关的随机变量序列，％，％， …，％ 为常 
数，简记为 AR (夕) . 

2. 设 U ⑴, f =0，± l ， •…是均值为零的实平稳时间序列，且 
满足差分方程 

x t —< P X X t ^ - < pX t ^ p = Z t 十込 Z.-H - VQ ^ t - q » 

其中{乙 } 〜 WN (0 V ) ，即均值为零、方差为¥的白噪声，且满足 

< P iZ) = l~ 9l Z - <p p Z\ 沢 Z ) = 1 + 化 Z + … 

两个多项式无公共因子，则称 = 士 1，…}为户阶自回归 g 
阶滑动混合模型.简记差分方程为 〆 B ) 足 =^( B ) Z t ， £ = 
0,士 1，…，其中 B 是由 〆 = t = 0 ,± l , …定义的延迟 

算子. i<p\ ， <p 2 ， …， ％)称为自回归系数，（的，込， …， &) 称为滑动平 
均系数.上述差分方程模型记为 ARMA ( p , g )， 满足 ARMA 模型 
的随机序列称 ARMA 序列. 

3. 设<足， f =0，± l ， … }是均值为零的实平稳时间序列，若 
炉(2)三1，满足方程足则称 U ,， f =0，± l ， … }为9阶 
滑动平均过程，记为 MA ( g ). 

4. 设 U,，f = 0,± l ， …}是 ARMA 过程，如果存在常数列 

OO 

{也}，满足 E 丨办1<^，使得 

)= 0 

OO 

X £ = Dt = 0, 土 1，…， 

j = 0 

则称 Uw =0，± l ，一} 是因果 ARMA(h q) 过程. 此性质称为因 

果性. 
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5. 设 {X t ，^ = 0，士1，**.}是 ARM A ( p ) g) 序列，则 {Xj ， i = 0, 
士 1，."} 是因果 ARMA(p,g) 过程的充要条件是 #(Z) 的根都在 
单位圆外，系数 {&} 由 

oo 

4 >( Z ) = S < PjZ j = QiZ ) i < piZ ), I Z |<1 

)=0 

所确定.又称为格 林函数 (也记为 G(Z)). 

对于因果 arma (/>， 9 ) 过程，有 Eix t ^ zj = oa > i . 

6. 设{足，户0，±1，.“}是由 f (B)=^(B)Z £ 定义的 ARMA 
(P，g) 过程，如果存在常数列{%}，满足 f] k,l <^oo , 使得 

oo 

Z r = XI 兀 jXt-p £=0 ,土 1 ，…， 

j = 0 

则称 U,，f=0, 士 1，*"}为可逆 ARMACj^g) 过程.此性质称为可 

逆性. 

7. 设{足，户0，±1,-_}是 ARMA(p ， 9 ) 序列，则 = 
±1^"} 是可逆 ARMA(hg) 过程的充要条件是 j(Z)=0 的根都 
在单位圆外.系数由 


7T(Z)= 2 TtjZ^^/diZ), |Z|<1 

所确定. niZ )= f l ( Z ) 又称为 ARMA 的逆函数. 

8. 设{^}是均值为零的平稳序列，其谱密度 /( A ) 是的 
有理函数 


y ^( A ) — cr ^ 


l^(e~ i2nA )r 

| p ( e — ㈣ ）| 2 , 




其中 ^(A) = l — tp\X —…一 <p p X p 9 沒 

且它们无公共因式. cpik ) 满足平稳性条件，扒 A ) 满足可逆性条件， 
则 { X f } 是有有理谱密度的平稳序列. 


9. 均值为零的平稳时间序列 U ,} 满足 〆 的 
充要条 件是： 具有第8点中的有理谱密度. 
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疑难解析 


1. 怎样进行时间序列分析？ 

答当随机过程的参数集取丁 = U ，2, 或丁= 
{•••，一2，_1，0，1，2，."}时，{足，^€丁}称为随机序列.当参数集 
: T 表示时间时，随机序列被称为时间序列.时间序列可以表示为三 
部分，即 

足=讲 £ +$+兄， 

其中叫与 S , 是非随机项 . m , 又称为趋势项，反映了 X ,的变化趋 
势，常用多项式或指数函数来描述; S , 称为周期项，反映了足的 
周期性(如年、季、月）变化;是随机噪声，反映了随机因素的影 
响 ，一 般设 K 是平稳随机序列. 

时间序列的主要分析方法是，分析时间序列的统计规律，然后 
由此构造拟合它的最佳数学模型，利用模型预报时间序列的未来 
取值，或用来进行分析和控制. 

上面的典型分解式的一个现实是非平稳时间序列.处理的常 
用方法有两种.方法一是估计和提取原数据中的趋势项与周期项， 
使估计后的残差可以用一个平稳时间序列的线性模型拟合，最后 
包括所估计的趋势项与周期项，由典型分析式对 { 足 ， f 6 n 进行 
预报与控制.方法二是由乔治与 E . P . 博克斯等人提出的,是对观 
测数据列{足: H 反复作用差分算子，直到差分后的数据可以 
建立起恰当的平稳时间序列线性模型，以实现对 { x t 9 ter } 进行 
预报与控制. 

2. ARMA ( hd 过程与白噪声之间有什么关系？ 

答若随机序列 { 乙， i =0 ，士 1，… } 的均值为零、协方差为 y (/0 
{ h =0, y { h)=a ; h ^ O , y (/ i )=0), 则称 { Z ,， 户0，±1，”.}是均值为 
零、方差为 a 2 的白噪声，记为〜 WN (0,( T 2 ). 若 {2,} 是独立同分 
布、均值为零、方差为 cr 2 的随机序列，则记 { Z ,} 为 HD (0, a 2 ). 

350 




当八1^八(/>， 9 )序列 ^， t = 0，± l ，*"} 能表示为既往的白 


噪声{乙}的加权和形式足=^]必并且在均方收敛意义下 

j =0 

成立，则 { X ,， i =0, 士 1，“*}是因果 ARMA (/^) 过程. 加权和形式 
的物理意 义是: ARMA (户， g ) 过程{足 ， f = 0, 士 1, … } 可以由过去 
和现在的白噪声（随机输入冲量)通过线性系统来生成.若将白噪 
声作为“因”，则 ARMA (/>，9) 过程就是“果”，因而称之为因果 
ARMA (^， g ) 过程. 

若 ARMA (/>， g ) 序列 U ,， 〖=0，±1，“.}的差分方程 ？ (5)\ 
^ emz t 中的白噪声(乙，户 o ，± i ， … } 能表示为既往 u ,} 的加 

权和形式 z r = 2 且表示式在均方收敛意义下成立，则 

j — 0 

U ,， f =0，± l ，..，} 是可逆 ARMA ( hg ) 过程. 

由上可知，我们必须认真分析 ARMAChg ) 过程与白噪声 
{之}的关系. 


方法、技巧与典型例题分析 

本节的重点是，通过例题熟悉概念，明确类型. 

例1用延拓算子 B 表示下列 模型： 

(1) x t —<p'x 卜 ' 飞 X 卜 2 =z r ， 

(2) X t ——-Xt-i ——Xi-2 —Z t ； 

(3) 

(4) X ( —Z t — 0 \! — B z Z t - z . 

解 （1) = 1 —朽 B —朽 B 2 , 汉 B ) 三 1 •格林函数 

1 1 ~ 

r / r>\ _ 丄 — 丄 —V 、 nk 

^-^ b )- T =^ b ^- h GkB ' 

( 1 -^ 1 E-<p 2 B 2 )(G 0 +G 1 JB+G 2 B 2 + -) = 1 , 


由 
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得 G 0 = l, G , * G k ^< pfi k ^ +< p 2 G k - 2 , k ^2. 

( 2) ^>( B ) = 1 —音 B —去 B 2 .格初^函数 
抑戸卜韻^矿音 • T = W 2 + i # l + B /"3 

=E [音 (+ y +(— 1) A i (— 1)4 (1) ]#• 

k=o u 

oo 

由 < p ( B ) X = eCB ) Z t ^ X =( pCB ) Z t = S Gk z r ~ k ， 


得 


kg [ 音音 ⑷] 2 

⑶ 少 ( jB ) = 1— ，沒 ( B) = l —的 J3 •格林函数 


t-k 


< p { B ) 


l - d 1 B 


(1 —6\ B ) ^ i < p k \ B k 


走 =0 


i + S 4 拉 —2 的办奸 1 = 1+ 2 Oi —❸ B 

b^\ jfe = 0 


所以 Go = l, G k =OH k ^ l . 

(4) 史 06)=1 ，沒 ( 奶 =1— 沒 15— 沒 2 3 2 .逆函数 

兀⑻ 1 - e ^- dzB 1 ' 


由 

得 


( l — d l B — d 2 B 2 ) K { B ) = l , 

7Tl = —沒 1 ， K Z =nxdi—d 2 ^ 7r k =6iK k ^i+d 2 7t k ^2 ^ 

例 2 判别下列过程的 特性： 


(1) MA(g) 过程 

尤二乙+仏乙一:+…+仏^—,， {乙}〜 WN ( 0 ，</) ; 


(2) AR(p) 过程 
足 — ％ 又一 ！- < p p X t ^ p = Z t , 


{Z r }〜WN(0，。 2 ). 


解 （1) MA(g) 过程满足因果性 * 此时取 
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(2) AR ( p ) 过程满足可逆性.此时取 



%， 0< J <： p ^ 

j > P ， 



% 


例3确定下列 ARMA(/>，g) 过程的特性. 


( 1 ) X^Z.-Z^+O. 242,-2 ； 

(2) X t 0.0. 2^C t _2 := '^i ? 

(3) X r +0. 2X t ^ -0. 48X f _ 2 =Z t ~0. 4Z ( -： +0, 04Z ( _ 2 ； 

(4) X,-0. lX f _i -0. 2X t _ 2 -=Z,+2Z,—i+Zw 

解 （1) 扒 Z) = l —Z+0. 24Z 2 , 令沢 2)=0, 解得 ^=2. 5, 
Z 2 =5/3. 所以 I & I >1 ， IZ 2 1 >1. 故过程是可逆 MA(2) 过程. 

(2) 9 (Z) = 1—0.1Z-0. 2Z 2 ， 令 9 (Z) = 0 ， 解得 Z!=2,Z 2 = 
-2.5. 所以 I & I >1 ， IZ 2 1 >1. 故过程是因果 AR(2) 过程. 


(3) 9 (Z)-l+0. 2Z-0. 48 Z 2 ，令 02") = 0 ，解得 Z ^-5/4, 
Z 2 =5/3, 有 |Z|>1，|Z 2 |>1. 

又 (9(Z) = 1-0. 42+0. 04Z 2 , 令 diZ ) =0 ，解得 乙 =Z 2 = 5 ，有 
Z 1 I = IZ 2 I >1. 

综上所述可知，过程为因果可逆 ARMA(2,2) 过程. 

(4) < p ( Z ) — l ~0. IZ — O . 2Z 2 ，令 9(Z) = 0,解得 Zi = — 5/4, 
厶=5/3,有 

又 <9(Z) = 1 + 2Z+Z 2 ，令 <9(Z) = 0, 解得厶 =Z 2 = 1 .故 I Z】I 

= I 2 2 |= i . 

综上所述可知，过程为因某可逆 ARMA(2,2) 过程. 

例 4 设 U,} 是 AR( 2 ) 或 ARMA( 2 ，g) 模型，其〆 B) = l- 
朽 B — 求的平稳域， 


解令 < p { B ) =0,解得私， 2 = 2^" 利用韦 

达定理，因为 


B 】 J3 2 = — 1/免 2 ， B 】 4-^2 = —^ /(p 2 , 
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知|灼|=1/|氏，氏|<1，即 k 2 l<l •又 

朽士士 ^ b ， =1 —( 1=f 壳 M 1 平 忐)， 

若是实根，则％士科<1，若 A ， A 是复根，则因为瓦=鸟，故 

arTTST)= i=fi/b 2 , 

于是 朽士灼 =1— |1+1/岛| 2 <1. 

故平稳域为 

中⑵={(朽，9 2 ): —1< 朽 <1，％ 士朽 O . 

由此得知， ARMA(2，g) 过程是因果 ARMA(2，g) 过程的充要 
条件 是：自 回归多项式〆 B) = l_ 9l B— 妁逆满足条件 

妁平 9 i =1 ， 

平稳域图形如图 9. 1所示. 


i<h 



第二节 ARMA(/)，(?) 过程的性质 

主要内容 


1. MA 0?) 过程的协方差函数和相关(系数)函数 
设(&，^=0，±1，"*}是“久(0过程，则其协方差函数 7认)与 

相关(系数)函数 〆 &)分别为 
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V ( l +的 + …+ K )， 々=0， 

a (氏 + … +1^4) ， 

、0， h>q ； 


⑴ =J 込 + 的氏 +1~^- ^Oq-kOq 

\-\~ d \ +•*•+ 汐= 

、0， 


k = 0 j 

k ^> q . 


〆 幻当 k > q 时全为零的性质称为 g 步截尾性. 


2. 设均值为零的平稳时间序列{足}具有谱密度 /(A)>0, 则 
{足}是 MA(g) 序列的充要条件 是：它 的相关（系数）函数 g 步 


截尾. 


3. 设 { &} 是均值为零的平稳过程，协方差函数为 y ⑴，当 m 
>g 时， y0b)=0，y( g ) 关0,则 {XJ 是 MA(g) 过程，即存在白噪声 
⑵，使得 

= Z, + 的 Z t _ ! + … 七 d 吴 t - r 

4. AR(/>) 过程的协方差函数和相关(系数)函数 

设 {Xy=0, 土1，"*}是 ARC/0 过程，则其协方差函数和相关 
(系数)函数满足方程组 


\ r P = r p9 , 

\ p p = R p < p . 

其中 l = (7( l )， y (2)， …， y (/0) T ， r ^=[ y ( z — 

9 =(%，炉 2 ，… ， <p fi 、 T ， p p — (p(\) ，p( 2 ) ，•••，〆/>))' 

尺广 1 >(卜))]?,户 1 ， <r 2 =y( 0 ) -炉 T h. 

方程组 r P = r ^ 和称为尤拉-沃尔克方程组. 

5. { A ；，^=0,±1，...} SARMA (/)， 0过程的充要条件 是:其 
协方差函数满足差分方程 


y(k)—<p x y(k~l)^^*-<p p yik—p) 


0, 


k > 殳， 


6^ 9 k — q^ 
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或其相关函数 满足： 

是=0时，4(1—朽/91 _ ， 
々 = 1 时， < 4 (i — 炉】史 0 — 
是=<?时， 6( 内一朽内-! 


) = ( 1 一的 Gi - d q G q )a 2 z 


9 pPp 


- 1 ) = ( 氏 - Ofig-Oazj 


< P t Pp - q ^ = e < P Z Z 


是〉<7时 ， p k —< p ' p k -i —9/^1=011] ^(B)^=0. 

6. 在均值为零的平稳时间序列中，给定 
与之间的偏相关函数定义为 


x £ _ 



ElXUElXl 


k 


ElX t X t ^ 

<4 


k 


其中 £ 表示条件密度函数 /(AX^ Uh ， • 

望. 

(1) AR(^) 序列的偏相关(系数)函数是 


工 f —是+1 


)的条件期 


9 地 


ELX t X t _J 

4 


(9 oo =1 )- 


它又是 AROO 模型的最后一个自回归系数灼. 

(2) ARMA(/>，g) 序列的偏相关（系数）函数.用 X t - x , X f _ 2 , 


…， 对足 作最小方差估计，使 Q 为最小值，％ i 
满足方程组 


，〜应 


式鳴尸 m 

该方程组经推导化 S 矩阵式 

1 |0(1) p (2) … 

p{k—l) 

P a) 1 pH ) … 

p{k-2) 

户(2) ^(1) 1 ••• 

• 

* 

* 

* * * t 

攀 * * * 

• • « » 


〆 是一 1) p{k—2 ) … 户⑴ 

1 


?kZ 


>( 1 ) 

户(2) 


雔 


ar 


其中系数矩阵称为托布里兹矩阵.系数％ () =1，2，…，幻可由矩 
阵式直接求得，求％的常用递推式是 
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= [p^ k + D — S〆 是 + 1 —•/•)%)/( 1 — ) ， 

)=1 j^=l 

^A+l ；• — 'Pkj — ^Pk+l k+Akk + l’ j — 1 ， 2 ，"•’ 壳 . 

把 MA ( g ) 看做 p =0 的特例，把 AR (/0 看做 9 =0的特例，则 
上述公式仍然适用. 


疑难解析 

1. 什么是相关系数的截尾性和拖尾性？ 

答由 MAQ ) 过程关于协方差函数和相关（系数）函数的定 
理知，当时， 7 (是)= 04 (々）= 0 ,而 y ( g ) 关 0 , p ( q )^0 . 这个性 

质被称为 MA ( g ) 序列的协方差函数和相关(系数）函数是 g 步截 
尾的.它表明:若{ X ,, f =0, 士1，*"}是 MA ( g ) 序列.且 j > g ， 
则 足与 ^不相关，即序列只有有限项相关，反映了 MA ( g ) 序列 
的本质特征. 


而对 ARMA(hg) 过程和 AR(f) 过程，其协方差函数与相关 
(系数)函数不具有某步之后的截尾性.如由 AR(/0 的差分方程 
fiB ) y(A) =0，々>0知，若〆 Z) = 0没有重根，则有 

k > — p , 

其中&，& ，…, Z , 是 9 ( Z) 的相异实根， Cl ，c 2 ，…， q 是待定系数. 
若有重根，设 

ya) = ( q +^+ … +4「 1 )ZT 4 +Q 1 Z^ 1 + … +QZ 穴， 

其中 q，c 2 ，…， 4为待定常数.两式中的待定常数均可根据 
y(0) = 1 ，yOO =y(— «来确定.所以由差分方程理论可求出协方 
差函数 7 U) 的一般表达式，且知其被负指数函数控制，即有 

lra)l<6 ie ^, b, ,6 2 >o 

相关(系数)函数〆幻也有同样的性质 • 这种按负指数函数递减的 
性质,称为拖尾性. ARMA(/>，g) 序列与 AR(^) 序列的协方差函 
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数与相关(系数)函数都有拖尾性. 

2. 什么是偏相关（系数)函数？ 

答偏相关(系数)函数与相关(系数）函数一样，反映了平稳 
过程的独立性结构的重要信息，而且仅与过程的二阶矩有关.偏相 
关(系数)函数％ 是将不 +1 与不分别扣除它们用 x 1? x 2 , 

…，作的最佳线性估计后的剩余量之间的相关(系数）函数，所 
以称为“偏”相关. 


方法、技巧与典型例题分析 


要计算相关(系数)函数和偏相关(系数）函数，首先要弄清的 
是公式的来历与意义，然后才能应用公式进行计算.特别的是，在 
不同的书本上公式的形式是不同的 ，知 道其为什么，使用时才不会 
搞错. 例如： 


(1) 在 MA ( g ) 序列的协方差函数和相关(系数）函数公式中， 
当时，有 

y (是)=<7 2 (氏+ 的氏 +1 +…+仏-也）， 


pCk) 


Qk + 沒 1 氏 +1 + 

- 1+的 + 




+dl 


而在有的教材中，公式中的 “ ft ” 是用“ 一氏” 代替的，这是因为在方 
程足 =0( B ) Z , 中，将 


i?CB) = 1+<9 1 B+-+<9 9 B 9 

换成了 = - 6^ 

(2) 偏相关(系数）函数可以按主要内容6的方法求，也可以 
按另一种定义——偏相关(系数)函数 a ( •) 定义为 

a (l)=V)(X 2 , X^d), 

a (是〜’ k ^2, 

其中 ， P 3(1, X Z ，…, X b > X *+1 和 可 由下式求出. 
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k 




x = 


=0 


k 


=E(XXp, J. = 0 ， 1 ， … ，是 . 


0 


例 1 已知 MA (2) 过程 X ( = Z ,- Z £ ^+0. 24乙_ 2 ,求相关(系 


数)函数. 


解因为 的 =—1 ，仏 =0. 24, 故 

^( 0 ) = 1 


P W 


沒1 +沒2沒1 


-1-0. 24 


i+el+el i+i+(o. 24 ) 


^— 0. 602 6, 


户(2)= 


e 2 


0. 24 


l+dl^dl 1 + 1 + C0- 24) 

〆 々）=()，02, 


〜 1166, 


例2已知 MA (2) 模型 X , = Z r - fO . 52^! —0, 3 Z £ „ 2 ， 求相关 

(系数)函数，并讨论可逆性. 

解因为 A = 0. 5， d 2 ~ — 0. 3，故 

户(0)=1， 





0. 5— 0. 15 


l+dl+dt 1 + (0. 5) 2 + (— 0.3) 


2 


^0. 2612, 


户(2)= 


d 2 

1+^1 +^2 


_ — ()• 3_ 

1 + (0. 5) 2 + (-0 「 3「 2 


义 0. 223 9, 


p(k) = 0 $ k^>2. 

解沢 B ) = l + 0. 5 B -0. 3 B 2 =0, 得 17, B z ^~2. 84, 

由旧 i |>1， | B 2 1>1 知, MA (2) 模型满足可逆性条件 • 

例3求 AR (1) 和 AR (2) 过程的相关(系数)函数.设 AR (1) : 


X t —< p l X t ^ l = Z t i AR (2)： X f — < p 2 X t ^ z = Z £ . 

解 AR (1) 时，由公式得 y ( l )== y (0)&. 由数学归纳法可证 
7( 是）=7(0)(% )*，因此，得 

= ^>0. 
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AR (2) 时，由嬋得 

V(2)? 、户⑴ 1 八％ /’ 

解得 — ， /2)= t ^ — V(p 

1 飞 r '—9i Yz 

并由差分方程可以 解得〆 6> — 2,其中 Zj,Z 2 

是方程 1 一妁 Z—%Z 2 =0 的两个相异实根, Cl ，c 2 满足〆0) = 1， 
0(1)=/ — 1). 

例 4 求 AR ⑵ 模型足 一0.1X t _f0.4X,_ 2 = Z, 的相关(系 
数)函数，并讨论其平稳性. 

解因为史 ( B) = 1 — 0. 1 B — 0. 4 B 2 = 0的根 B x ^ l . 5 »f? 2 ^ 
—1. 75，所以 | 私 | >1， | 玛 | >1. 模型满足平稳性条件.由 

^(1)= —， 〆 々）=朽 〆 々一1)+史 2 〆 ^—2)， k ^2 

得 (0(1) 1 -(^4 〜 0 . 1667 , # 2) 〜 0 . 6167 ， （0(3) 〜 0.126 8 ，…， 

例 5 求 ARMA(1,1) 模型的相关(系数)函数. 

解 ARMAC 1,1) 模型是X, — 妁 Xh = Z, +仏乙一! . 

设厶的方差为4,1朽|<1，则有 

X I =G(E)Z,=i ：：： ^|z i , 

l ~ 9 i B 

比较恒等式 

G 0 +G 1 _B+G 2 B 2 +… = (l—沒 1 _B)(l+史 1 B+ W_B 2 + …） 

= 1 + ( 朽 一久 

故 G 0 = l ，Gi — < p x 一 6 i ? G 2 —( p \ — < p Y 6 \. 

代入公式得 

r a 2 xil ~< p l p { l )) — (, l — diG l )( j z z ~[ l — d l —込）] cr!， &=0， 

< axi ^ —^o(l))—(?!cr|, ^~1, 

^ pik ) —( p ^ pik — l ) , &〉1. 
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解得 d = 


1+沒卜2 ㈣ 




Pi 




1 + 的 一 2 ㈣’ 


料 1 ^^， 以 


例6证明 ARMAChg ) 过程 U t ，户0,士〗，•••}的协方差函 
数满足差分方程 

yik) — (p^ik — 1 ) — … 一 <p p y(k — p) = a 2 d 沖尸 ， 


^<J<9 


是 <Cmax ( 夕， g+1 ) ， 

y(k) — %y (々一 1) — - (p p 7^k — p) = 0 ， 々〉 max(/? ， g+l) ， 


其中，{必}由 〆 Z ) 





:o 


^&y 丨 z K _ 定， 


证对下式两边同乘以 x t _ A ， 




<p p X t _ p =Z t +d'Z t _' 



+^乙1再取均 


值 . 因为 x f _ t = 公私…，得 


0 


y(k) —cp'yik — V) — …一 <p p y{k—p) 


E ( Z , + d x Z ^ 



+ d q z^ q 



■z 


t^k — j 


;= 0 



当 0<々< max ( p ，( j + l ) 时，上式变为 


7(k) —朽 ><々一 1) —… —<p p y{k — p 、 = a 2 y^] dj(pj-k » 


^< j «3 


当 k ^ max ( p , q ^ 1) 时，上式变为 

y(k) —(p x y{k—\) - (p p Y 、 k—p 、 = 0 . 

例 7 证明 ARMA ( p , g ) 过程 ( p ( B ) X t = d ( B ) Z t 的协方差函 

oo 

数 y ⑹满足 y (々） =池 + i 十{必} 由 


0 


0( z) = y] 0 t z 


0 


eiz) 

cpiZ) 
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确定. 


产 CO 00 — 

证 rik ) = £[x f x^] = E (E 

L j =0 i =^0 J 

ao 

^ ° 2 2 ㈣ ^刊剜， 

j—Q 

将 </<z)=^(z)/v(z) 写为 #z) 9 (z)=0( 2 )， 比较 & 的系数，得 
到方程组 

V; — 2 fk'Pr-k = » 0<) <max(/? ， g+l )， 

J 0<k<J 

、 <h— ZI = 0, j. >max(p ， g+l )， 

0< 走 < 声 ' 

其中氏 =1 ，当 j > q 时岣 =0; 当 j > p 时,^ =0.故由方程组解得 

00 (pi —0o +^0^1 ~^~9l » 

<pz ~0 Z -\-tpo<p2 ~^<PlSPi — + P 2 + 沒 1 朽 +9? ，… • 

例 8 设有均值为零的 AR(1) 过程 

X ; =0. 9^+Z,, {Z,}〜WN(0，<r 2 ), 

求偏相关(系数)函数 tf U). 

解 cn =Corr(X 2 »Xi ) =Corr(0. 9X\ + Z z » Xj)=0. 9, 

而 Pu(W …， \>& +1 =()• 9X A ， 

且 (u 2 ，…，不)了与⑶出，&，…， X 2 ) t 的协方差矩阵相同，故 

^(x 2 ,x 3 ,-,x k )-^i = 0. 9X 2 » 

所以，当时，有 

a(k) =Corr(X i+1 ~0. 9X A , X x — 0. 9X 2 )=0» 

其中 Corr( • , •) 表示求两个量的相关(系数)函数. 

例9设有 AR(2) 模型/ 

X,+0. 5X^j -0. 4X,_2 =Z ( , 

求偏相关(系数)函数. 

解 由例 4 已知 
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^(0) = 1, pW = <p x /<p 2 ) , p(.l')=<p l p(,k—l)-\-<p z p{k—2) t 

因为 9 !=—0. 5, 9 2 =0. 4, 

故 9 ? u =^( l ) = — O . 833， 

< p 22 ~ ( 〆 〗） 一 〆 ]_)〜）（ i _ yi ) 9 n ) _1 = o . 4 ， 

? kk =0 ^ k ^ 2 - 

例 10 设有 MA ( 1 ) 过程 

X t ^ Z t + dZ t - y , 丨… < 1 , { Z t > 〜 WN ( 0 ， ( T 2 ) ，求偏相关系数 

a ( l )， a (2). 

^ n 、_ n N _ y ( i )_ do 2 - o . 


因为 - P ^{ X 2 }^3 = ( 1 _|_^2 ) X 2 = F ^( X 2 >Xl ’ 

故 a ( 2 )= Corr ( X 3 — i _^ 2 X 2 — i _^ 2 X 2 ) = i + 0 2 沒 + 〆 • 


例 11 设有 ARMA (1，1) 模型 

X t 一 0- 5X^x —Z t — 0* SZ t - x » 

求偏相关(系数)函数. 

解由例5 湘关函数为 


p (/ k ) 


H (仍—沒1)(1飞义) 

< p \ ^ \ ^ 丄， 


\-\- d \—2< p x Q z 


其中朽 =0. 5 ^ 6 \ —0. 3,代入即得 


〆 «=()• 215 X (0.5) 


k-i 


k ^ l . 


故 


9 ll =7>( l )=0.215， 

沪 22 = ( 内—州 i )/(1 一州 ii )=cx 113 , 


< Pn ，' '飞 191 * 

继续下去可得 史 31 = 0.19 ，史 32 ==0. Ill ，…. 

例 12 求 MA ( 1 ) 过程的偏相关(系数)函数％ 

解由 MAQ ) 过程的协方差函数公式和相关(系数)函数公 


363 


式(见主要内容 1) 得 

7(0) = (1+<9 2 ) < 7 2 , y ⑴ = 而 2 , ya)=o, 々 >2; 

^(0) = 1, i°G) = i 上 2 ， p{k)=0, k^l 、 

由平稳序列的最小方差线性预报得到公式 


p(0) ^(1) ^(2) 

<0(1) 户 (0) ^(1) 

i i : * 

一 〆 ” 一 1) pCn — 2) p{n — 3) 

利用公式，有方程组 




其中方程组等价于 



经过一系列的求解过程（包括行列式展开，解特征方程、差分方 
程），最后解得 


k >2. 
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第三节平稳时间序列的模型拟合 


主要内容 

一 、模型识别 

1. 若以” &，••_，是平稳时间序列 {&} 的一个样本函 
数，则定义样本协方差函数为 

y^ik) = — XjX ，是 = o ， i ， … ， 7i — i. 

n ,=i 

定义样本相关（系数)函数为 

^pik)— 1 ^ (^)/y^(0) , A = o ， l， …， n —1, 

F(々) 和？⑴分别是平稳时间序列 U t , 户 0,士 1^“} 的协方差函 
数和相关(系数)函数的估计量. 

在实际问题中 ，一 般取 n>50, 且估计误差随々增大,故一般 
取 k<N/10 〜 N/4. 

2. 样本偏相关(系数)函数的递推公式是 

^li ~ jo ' Q ) » 

^knkH = (^a + l ) — + i )^)* (1 — S ?0')^ ) 1 » 

>=1 j=l 

9 k+\ j =c Pkj — <Pk+\ k+i<pkk—\—” j = l ， 2,… ，是 • 

递推顺序是:朽 1 H ^33^31^32 

3. 设 U,} 是平稳正态 MA(g) 过程，则 

(1) 是〆幻的渐近无偏估计和相容估计，即当 n—OC 时, 

E [_ p ~( k )^\-^ p ( k ) , p '( k )^- pCk ), 

⑵ 当灸〉 9时士[^)- /0 (是)]渐近于]\/(0, 1 + 22^(0). 

* ， 
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4. 设 {X,} 是平稳正态 AR(/>) 过程，则 

(1) ?«是的渐近无偏估计和相容估计，即当 

(2) 当是>/> 时， 7^($**—9? w ) 渐近于 N (0，1). 

二、模型的参 3 ^^计 

1. ARC/)) 模型的参数的尤拉-沃尔克估计 
设确定{^}的模型是 

X t 飞 X t — - %Xi=Z,，{Z,}〜WN(0，(T 2 )， 

则 $ = (&，p 2 ，…， ％) T 与 (J 2 的尤拉-沃尔克估计是 


r^ll 


-i ^(i) ^( 2 ) … pip-ir 

(0 9 


^(1) 1 jo^(l) … ?{p — 2) 

T 2 

* 

■ij i* * 

； 5X2) P ⑴ 1 ••• i 

« 


: ••• ••• 夕⑴ 

Lp/J 


LpCp—1) jo (p—2) … jo'(l) 1 


= y(0)-2^f O') = /o(i- 

>=1 j=l 

2. MA(g) 模型的参数估计 
设{^}的模型是 

x t ^ Z t + d l Z t - l + •••+&〆 t _ q ，{ Z t } 〜 WN(0 ， a 2 ) ， 

Vz=y 0 / (1+沒? + … +$) ， 

= _: ?'(1)/^'!+沒 1 沒 2+ … +^-il ， 

则 < 沒2=— 7(2)/S^ + H+ …+ 0^-2%， 

^ r-i :― 7(9—1)/^1+ 万 1孑 9 ， 

3. ARMA(p，g) 模型的参数估计 
设 U,} 的模型是 



X c~<Pi x c-i - 9p X ^p^^t~0iZ t ^ l - 8 q z t — q ， 

则 （1) 先按 AR 部分参数估计值心 ； 

(2) ♦ YfXt—hXh -求出 

P P 

⑺= 2 — d (?。 =—1); 

i '=0 >=0 

⑶把看做 MA ( g ) 序列，估计？!，？ 〆 ••，？,. 

三、模型拟合优度检验 
设 { Z ,} 为 ARMAQ ，0模型，即 
Z ^ X — cp ^ X ^ - 仏 Z t -1 - d q Z t - q , 

代入参数估计值 {&} 和及观测值，当£<0时，足 =0,^=0. 
由上式解出序列厶， z 2 , …， z „. 

检验氏：{乙， f = l ，2, …， 71} 是白噪声序列. 

(1) 利用 &， Z 2 ，…， Z „ 计算的协方差函数和相关(系数)函数 
的估计值为 

?zik) = 士艺 Up p z Ck) = y z awy z (0). 

71 

M 

(2) 作 Q = nJ ^ lp z a ) J ，其中 M 取 n /10 左右. 

it=i 

(3) 在显著性水平 《 下检验假设 H 0: Q 服从自由度为 M 的 Z 2 分 
布.即，从/分布表査出满足 P { X <^( M )} = l - a 的傲 

当时，拒绝，认为模型不适合. 

当时，接受 H 。， 认为模型适合. 

疑难解析 

什么是平稳时间序列的模型拟合？它有哪些步骤？ 

答平稳时间序列的模型拟合是指对于平稳时间序列 
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* 


{ 足，士 1，…}，根据观测得到的数据,寻找一个与之适合的 
数学模型，使之能利用模型作为真实序列的近似描述，以实现预测 
与控制的目的. 

ARMA(/；，g) 模型拟合的主要内容是 :第一 ，模型识别，确定 
模型的类别及估计阶数第二，估计参数炉=(%，，•••，％)' 

( 込，氏，…， 4) T 及 a 2 ,即模型参数估计. 

ARMA(/>，g) 模型拟合的基本步骤 如下： 

(1) 模型识别.由平稳时间序列的一个样本函数计算样本相 
关(系数)函数和样本偏相关(系数）函数，并由它们的截尾性和拖 
尾性进行模型类别的判断和阶的初估计. 

(2) 模型的参数估计. 

(3) 模型的拟合优度检验.即用数理统计方法(一般用; t 2 检验. 
法)检验模型是否合适. 

因此，平稳时间序列的 ARMACp , 0模型拟合的工作量很大， 
要求也很高. 

方法、技巧与典型例题分析 

严格地按照拟合步骤进行分析、计算及检验.得到一个合适的 
模型是可行的. 

例1求拟合 MA(1) 模型 

X t =Z t +QZ t —口 {2,} 〜 WN(0， tf 2 ) 

的参数0和 <T 2 的估计. 

解取^=14=(9,代入公式得 

ff(0)==^ 2 (l+? z ), 

|y(l)=a 2 ?. 

由后式得？=? ( 1 ) /7 2 ，再代入前式，解得 
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= Y ^ (0) ( 1 士 八 1 —4 g 2 ( 1 )) ， 

?=f(l)/7 2 =2F(l)(i 士 vT_4f 2 (l)). 

其中“ 士”号的选择原则是，取使 I 別 <1 的那一个？的符号.而 

201 ) 2f ( l ) 

- — • - : _ ~~ = 1 ， 

1+ V 1 — 4^ 2 ( 1 ) 1 — \/.1— Ap 2 ( 1 ) 

201 ) 

故 / <1. 

1 ~ K / 1 — 4^ 2 ( 1 ) 

所以 d = 2 p ( 1 ) / ( l+\/l — 4 jo " 2 ( 1 )) ， 

ff2= y ( 0 )/ ( 1 + \/1 — 4^ 2 ( 1 )). 

例 2 由一平稳时间序列的实测数据确定拟合模型为 
ARMA ( 1 ， 1 ) 型，求得 f ( 0 ) = 1.25, /(1)=0.5, y ( 2 )= 0 . 4 . ft 

计模型的参数. 

解已知 p — 1» q = 1 > jo ^ Cl ) —0. 4； jo ^(2) —0. 32. 

将数据代人计算，得 

^ 1 — ^ o '( 2 )/^( l ) = 0 . 8 . 

令 = 0 . 8 足 _ i ， 利用 

P P 

ix t (k) = r(k) + E S unk -z+i) 

i=i y = i 

p P 

1=1 j =\ 

算得 TV, (0) —7^(0)+^7 (0) ~^' i y'(l) — (1) 

= 7 ( 0 )( lH -^)- 2 ^ i y ( l ) 

=1. 25 X (1+0. 8) 2 — 2 X 0. 8 X 0. 5 = 1. 25, 
/^( D ^/ CD +^ yCl)—^7 ( 0 )—( 2 ) 

= >^( 1 )( 1+^)—(y ( 0 )+ t '( 2 >) 

— 0 . 5 X ( 1 + 0 . 8 2 )— 0 . 8X ( 1 . 25+0. 4 )== — 0 . 5 . 
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再利用上例结论，对 X ' 的 MA (1) 模型计算万卜由 

g (1) = 7^ ⑴斤； r (0) = — 0*4， 

* t t t 

得 ?i ^ 2^(1) = 2 X(-0,„4 ^_ = _ q>5< 

1 ~hj 1 — 4^ 7iy l+yi—4X0. 16 

a 2 -7^(0)[1 + ^/1~4^(1)/2] 

=1 25 1+ Vl —4X0. 16 

L 2 J 


故 ARMA(1，1) 模型为 

X t -0. SX t ^=Z t -0. 5Z,-!, { 乙 } 〜 WN(0 ， 1). 

例 3 某人心跳时间间隔足初步识别为 ARMA(1，1) 模型， 
已知 p = l , q = l , pa )^0. 567 (2)=0. 474,Y=76. 9. 估计模型 
的参数. 

解 ^' 1 = = ^'(2)/^'(1)=^* — 84. 

令 = 0. 84X,_! ，利用\ (々)公式计算，得 

y 父 t ( 0 )=y (0)+^7 (0)—^7 ( 1 )— 9 j/CD 

= y(0)[(l+^)~29 liOi ] = 0. 753/(0), 

7^(1) = /(!)+?!?,/(1)-^7 ( D-^f (2) 

= (1+^)/!—^![7(0)H-y (2)] = —0. 271/(0). 

利用例 1 结论，对的模型1^(1)计算？ 1 ，由 

卞父 t (1)=7^ (1)//^ (0) = —0. 36, 

得 - ■ 乎 . _ (=M ^ =a42 , 

1 + V"1-4X(0. 36) 2 
y| = y^(0) 1+Vl—4X(0. 36) 2 . 

故又 的线性模型是 

x r — 0 . 84Xh= 乙一 0 , 42Z f „ 1# 

若代入足 — 76.9可得1的线性模型 
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y,-o* 847^! = 12. 3+ 乙一 0. 42Z,_ X . 

例 4 某河流年最大径流量 Z, 作出的X识别为 AR(2) 模型. 
已知; 5X1) = —0.23, f(2) 二0.29, 7 = 8669.估计参数 f 2 . 

解依据 AR(2) 参数估计公式，得 


f 1 


^(1)[1-^(2)]_-0, 23X(1 —0, 29) 


1— p 2 ( l ) 


1-(-0. 23) 


— 0- 172, 


9 z 


^(2)-^ 2 (l)_0. 29-(0* 23) 


2 


1 _ ( 一 O. 23) 


0, 253. 


所以，关于 x, 的线性模型为 

X,+0. \ 12 X t ^ 一 0. 253X,_ 2 =Z,. 

将 X,=Y,-8669 代人，得关于兄的线性模型为 

Y, = 7966-0.172Y f - 1 +0. 253Y,_ 2 +Z r . 

例5求 AR(1) 模型和 AR(2) 模型参数估 计式. 

解由 


<pz 


19 P^ 


1 

?X1) 



-1 

pil) 

1 

pi) 

… 卞 ip —2) 


p{2) 

pi) 

1 

* 亀 

* 攀 

* * 


m 

• 

• 

* 

_ 

* 

* 

# 

* 

pi) 


p(p-D 

p(p 2) 

* • « 

p(l) 1 _ 



和 

得 AR(1) 模型参数 

?!=?⑴ 
AR(2) 模型参数 


a'l ~ 父(0) — 2 ?/(*)， 


^z = 7(0)[ l -^( l)l 


?( D [ l -?(2)] 


1-^ 2 (1) … 1-^(1) 


<P2 


^(2)-^(!) 


?(1>1 

p ( Z ) 


_ 

攀 


Ljo (/ >X 
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第四节平稳时间序列预报 


主要内容 


一、最小方差线性预报 

设{足}是均值为零的平稳序列，且是正态的.令兄 （/) 表示时 

间，及之前的全部观测数据，寻找如下形式的线性 函数： 

X, (/) =c 0 X r +cj +c 2 X t _ 2 + …， 

使得 {^ ， … } 对未来 r+Z 时刻的 X 出 (/ >0) 的取值所作的 


预报的误差均方值 E [ X f + ,— X〆 /)] 2 为最小值,则称此 X ( ( Z ) 为 


足 的线性最小方差预报. 


对于均值为零的正态平稳序列，其平稳线性最小方差预报 


兄 （0 就是 X A + , 在给定{不，不^ ，… } 时的条件均值，有表示式 


X k iO =E[U X k -j =Jo k -j , >=0,1,--J 

= E [ X i + i |^]- E [ X i +/ l 4]» 


其中％ = U I X = f oXh …是实数，且！ 

oo oo 

^ = {Zi z = 4 是实数，且 

j=0 )=0 

2. 最小方差预报具有下列 性质： 


(1) Elf^CjX^ I 3TJ == | ； c y E[X w I rj ； 

)=?0 )=0 

(2) E[X i+/ |rj=£[X 4+/ l4] = 


X*(0, 00, 
， 1<0； 


(3) £[Z i+/ |^]=E[Z A+/ |^]=j^ 

I z 是， 


l>0, 

/<0. 
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3. 若均值为零的 ARMA(/>，g) 序列 {X」 具有传递形式 X,= 


其中 q 为格林函数，则 

j=o 

兄⑺ = I ； , DlX^-Xil^^alYjG)' 

在正态性假/定下,毛 + ,对于给定 { 不，X ,&条件分布是 
N(X,(Z), 這/*(/)]).而&+,的 1—a 置信区间为 

{ X k { l ) — Z a/z ( 1 +G《 + … +G；-!) 1/2 8， 
^(Z)+Z a ， 2 (l+G;+ — +G^_ 1 ) 1/2 B )， 

X k { D ^ X t + l ~ X t U ). 

4. 若 { 是零均值 ARUA ( p 9 g ) 序列，则有预报差分方程 

(0=%^* (7—1)+ … (/_/») ， D > p ， 

特别地，当 {D 是 MA(g) 序列时，有 

X“Z)=0 ， l>q, 

即对于 MAQ) 序列，超过 g 步的预报值为零. 

5. 若{X,}是均值为零 ARMAChg) 序列，则有预报递推公式 

X k+1 w ^X k U+l) +GH +1 -x,(l)]. 

6 . 德宾 - 莱维塞算法 . 

设{足，£=0,士仫…}是均值为零、协方差函数为 y(0) 的平稳 
序列.若7(0)>0且当 A—oo 时, yC/O—O, 则对由 

X 出 •… +9^1 ， n^l 

和 = £[(X n+ 1 — X M+ 1 ) 2 ] » n ^ l , ^0 = 7(0) 

定义的？^和％，72>1，）= 1，2,…， n， 有下列递推 公式： 

(p u =7(D/y(0), y 9 =7(0), 

-1 

FT"1 

i=i 
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V 


n 




7. 新息递推预报. 

设{及，£=0，±1， … } 是均值为零、协方差函数为 r ( i , j)=E 


[足1]的随机序列，如果对一切 n>l ， 协方差阵是非 
奇异的，则一步预报 x„ +1 ，n>0 预报误差 V„,7Z^1 可用下列递推 
公式： 




n 八 

、 Aj ❹㈣ (X—i—j — X 朴 h) ， 
)=1 

幻。 = y ( i ， i ) ， 


n=0 ， 
w > 1 ， 


k -1 

6nn-k = ^ + D — 

J=1 

k = 0，1，。，，72——1， 


n ■— 1 

v n = y(«+ l，n + 1) — ^6 2 nr ^jV j9 

i=i 

递推顺序是: W。 ;氏1 ， ; 氏 2 ，的1 ，％ ;氏3 ，民1 ，… • 

二、各种模型的预报方法 


1. AR(f) 序列的预报. 

AR (/0 序列的预报递推公式为 





[ X k W = X k+£ 


Z<0, 


其中％ 


1，2,是由样本序列确定的估计值.由上式得 


x k {l)^<p x X k 十％ X k —i + … + 9 V^*—p+i ， 


<兄⑵二列兄⑴+朽&十… + 9/) Xh +2 ， 
X A (/0=9? 1 ^(/)—l)+9 ? 2 X t (/»—2) + — +^ ) _ 1 ^(l)+^ i X t ， 

= (p'hv +…+ <p p h p) ， i> p. 

而确定 AR(p) 序列& +/ 的 l_ a 置信区间所需格林函数递推公式 


为 
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~ 9 \ ^ G 2 = W + p 2 ， 0 3 =^? + 2朽^) 2 +史 3 , 

G 4 =4 + 3 士 2 + 2%% +¥ +%，… 

2. MA ( g ) 序列的预报. 

其逆函数预报公式为 


X k ( J ) = 



1 ^ Z ^ 

z > <?. 


而 


(0 


h ， 


1， 


卜 I 


u 汁卜 i+sur )， 


*=1 


oo 

其中 I ,为逆函数，有 1( B ) = =6-' ( B )^( B ). 

预报向量递推法的预报矩阵为 


1— ^ 

X 出 (1) 


~ e , 1 - 


-氧⑴ - 


■er 

x i+1 (2) 


e 2 oi 


X k { Z ) 


&2 

* 

* 

_ 

-— 

: o ' 


m 

• 

* 


* 

■ 

* 

%+i (9—1) 


1 


X t (g-1) 


Og -\ 

_ x 出 ( g ) _ 


J q 0_ 


_ %( q ) _ 


_ e q — 


X 


jfc+1 赁 


递推初值可 定为旯 ^ a 卜&⑵ 


錶晕華": 


X k iq ) = 0. 


3. ARMA(p，g) 序列的预报. 

其逆函数预报公式为 ^ 

X 4 ⑺ =史1 兄(卜 1) +… G— 户) +Z A (0 — 迅 Z〆/—1) 

+ …一 沒 〆 *(卜 9). 

当/>!?时，兄 (0 关0,预报公式同主要内容一第4点中的差分方 
程;此时2“，)=2〆卜1)=… =2 A (z—p)=o. 

当 KKq 时，按上式即可求出各步预报公式，式中 2*(/), 

375 


2 〆 /-1) ， … ， 之 ( 卜 g ) 按 MA ( g ) 序列预报方法 求. 


ARMA ( 夕， g ) 序列的预报向量递推公式为 

—^1 1 


xS 


k+i 


-G 


2 


1 


* 

暑 

* 


— G " 


铁 


* 


92 ?\ 


X [ 


0 



- 


G z 


m 

幸 




L G q . 



0 

0 


_ 


0 


p 


S 9 ;X 


bhj-j+l 


q +1 


式中 xa 

当时， 
初值可定为 




(X m (l) ， X^(2) ， "_ ， X m (g)) T . 

p 

S € = 0, 

X k (1) ~Xk (殳） = 0. 



r 

9 j 


<pj y » 

0， i > p . 


疑难解析 

什么是预报？平稳序列的预报方法有哪几种？ 

答所谓预报，就是在已知一个时间序列现在与过去的数值 
的条件下，对未来的数值所作的估计.如，已知时间序列 


華粵 ■ 


0 • m 


X _ 2 ， U 0 ， H ，…， &，• 

若已经观测到 Xi ， X 2 ，…，的数值，要估计 X 


9 


■ I ■ 


是， Z>1， 

的值 Hb 女时 


刻是作/步预报•而的估计值记为或兄⑺，称为 z 步预 
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报值. 


如同概率统计中一样，我们以方差最小的估计为最好，所以采 
用最小方差估计法. 

平稳序列的预报方法一般有两种， 一 是直接预报法，另一是递 
推法.不同模型的具体实施方法有所不同.直接预报是利用逆函数 
直接预报的，一般来说，运算量较大.递推法按递推预报公式进行， 
必须按次序递推. 

方法、技巧与典型例题分析 


正确地利用已知数据、公式对所给模型进行预报分为两个问 
题:一 是求预报公式，二是计算预报值及求出置信区间.解决问题 
没有特别的技巧，只有按照类型使用公式进行就可以了.唯一要注 
意的是保证数据的准确性. 

例1设有平稳过程 U ,= A COS £ ^+ B s in ^， 沒了}，其中 A ， 

B 是均值为零、方差为/的不相关随机变量， (0， tc ) 是常量.如 
果已观测到兄和&，求戈 3 . 

解因为此平稳过程的协方差函数为 7(/0 = a 2 coso ^， 所以， 
7 ( 0 ) =a ? /( I ) = a cosco , y (2) = ff 2 cos 2 w ， 则由 r „ qt „ = y n (其中 

r „=[ y ( i — m =1 ) ，有 

A 炉 i=y(i) ， r 2 炉 2 =y 2 ， 

故 ^>1 — (<^005£^)/(7 2 =0080；, 


92=^72 


a coscu 


a cosco <T cosco 

2 2 

(T 」 COS 2ctJ 


"2coso>" 

--1 」’ 


所以 


X 3 = ( 2 cos £ o)X 2 -X 1 . 


例 2 用 德宾- 莱维塞算法对 MA (1) 过程 


X £ =Z r -0- 9Z t -^ {Z r } 〜 WN(0, 1) 


进行预报. 
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解 v 0 = l . 810 ； 

9? n — ~ 0. 497 2, q = 1.362; 

< p 22 = _ 0. 328 5， < p n = — 0*660 5， v z = l . 215； 

< p Z3 = — 0 . 2433^ 史 32 = —0.4892, ^ 31 = —0. 7407, 巧 =1,144； 
< p u = _ 0,1914， < p ^ = — 0* 385 0， = — 0- 582 8， 

< p ^ = 0. 787 0 ， V4 1* 102; 

* 

* 


例 3 对 ARMA (1,1) 过程 

X -^ X ^ Z ^ dZ ^, { ZJ 〜 WN(0，( t 2 ) 

求新息递推预报式. 

解 X n + 1 = 9 X n ^ d nl ( X n ~ X n ), n > l . 为计算 I ，先求 

h (0) 及 7 x < D - 


7 X (0) = ^ 


ct 2 (1 + 2 知+沒 2 ) 


2 


1 一 (p 

(1+2 和 + W(1 —〆) 


1. 




1+0% 

e ， 

0， 


|l —； I =1,2^1, 

其它. 


又由主要内容一第 7 点，有 


[ y 0 = ( l -\- 26 < p ^ d z )/ (1— 〆）， 
o n i =0/y 『 i ， 


{ y n =\+ d z - d 2 / y n ^, 

然后依题给等式求得 ARMA(1，1) 过程的递推预报. 

注意 W t X t , Fl，2, …， m; W t = a ~ l 9 iB ) X t , t>m. 
例 4 求 AR(1) 序列的预报式. 

解 AR (1) 模型为乙. 

由 AR (/ >) 序列的预报递推公式(见主要内容二第1点)有 

X k { l ) =< p x X k { l — l } ( C >0)， 
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代入初始值兄(0) = &，得 

x A ( i )=^ x ,, 兄⑵ = 9l X〆 1) ，…， 

X k {0= 9 x X k (卜 1)=—=成 

例5设有 AR (2) 模型芩 = 1.2 X t — 1— 0.55 X f _ 2 + Z ,， X A - 
7. 61 -6. 02, a | = 0. 08 2 . 求模型的前三步预报值及 

■^" a +3 的 

0.95 置信区间. 

解 由主要内容二第1点中公式得 
X ft ( l ) = l . 2 X ^-0. SSX .- i - S . 821， 

X ,(2) = l . 2 X a (1)-0. 55 X *=2. 7995， 

X ,(3) = l . 2 X ,(2)-0. 55 X ,(1)=0. 1579. 

因为 1— a =0. 95, a =0. 05, 查表得 Z 0 . 02 5 ^ 1 • 96,故由 

X t (3) 平 Z a /2 ( l +(^+ G 〗) 1/2 7 2 

=0. 158 T 1, 96(1 + (1. 2) 2 + (0. 89) 2 ) 172 - 0. 08， 

得义奸 3 的 0. 95 置信区间是 (0. 124,0. 440)。 

例 6 某水文站记录的年最大径流量的模型方程是 
X f = 7 966-0. 172^_!+0. 253 X f _ 2 + Z ( . 

已知 X 1998 = 10 000, X 1999 = 9 300,试对2000,2001,2002年三年 

的年最大径流量作出预报. 

解由预报公式 X 出 = 7966—0.172 X 奸卜〗 +0. 253 X 奸卜 2 计 
算，得 

X _ = 7 966-0. 172 X 9300+0. 253 X 10000=8896， 

X 200 i =7 966-0.172 X 8896+0. 253 X 9 300=8 789, 

文2002 =7 966—0.172 X 8789+0. 253 X 8 896 = 8 705. 

例7写出 MA (1) 序列的预报公式. 

解 MA (1) 过 程为足 =2厂 

因为9=1，故 Ol 时 ，兄⑺ =0.所以 
由于阶数较低，也可用逆函数方法求. 
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由公式(见主要内容二第 2 点），有0>1).又由 

厂 1 ( B ) = = 1 十 + 的庄 + …=1 — 矽， 

代入公式得预报公式 

oo k 

兄 (1) = = 2 一广 

j =^\ j = 1 

例 8 设 MA (2) 模型为 X t = Z f -0. 5^4+0. 06乙_ 2 ，求预报 
公式. 

解法1直接将数据代入得模型的预报向量递推公式，得 


X A +1 (1) 


■ d ' r 


—___! 

X ,( l ) 


1 

(2)_ 


A o . 


又 (2) - 


d 2 _ 


X 


Jfe +1 


f — 


o . 5 r 


0, 06 


X ,( l ) 

又⑵ 


0. 


L—0. 06」 


Xjfe + l . 


解法 2 用逆函数法求预报公式.因为 


X r = ( l -0. 5 B +0, 06 B 2 ) Z ,, 


所以 


0CB ) 1 - 0. 5 B + 0- 06 B 2 


1 - 0 . SB 1 - 0 . 2B 


= 3^(0. 3) j B ; — 2 (0. 2 ) J B J 

j=0 j=0 

oo 

= J ^[ 3 ( 0 . 3) j - 2 ( 0 . 2 ) j jB J \ 
比较等式两边系数，得 J 


所以 


7 y = 2(0. 2) J -3(0.3) > , 
If^lj = 2 ( 0 . 2y —3(0. 3)^'； 

i - 2) = 1 ^+^ 
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= 2(0. 2) i+1 -3(0. 3) >+1 
+ [2(0. 2)-3(0. 3)][2(0. 2) J '-3(0. 3) ; ] 
= 2(0. 3) i+1 -3(0. 2 ) i+ \ 


代入 X, ⑴〜 S 疗)乂糾-广 

k 

得 X,(l) ^ J][2((L2y — 3(0.3y]X m —， 

j = l 
k 

X k ( 2 ) ^ 2] [2(0. 3) 计 ！ 一 3(0. 2)^]X m _ ; , 

例 9 广东某水文站根据 1950 年到 2003 年各年最大径流量 

的数据，确定 MA (2) 模型 

X f = 31 563+Z f —0. 01 Z t - } +0. 204 乙一 2 ， 

试预报 2004,2005,2006 年最大径流量. 

解将已知数据;/ =31 563,^ =0. 01 ,^ = -0. 204 代入预报 

公式，有 

X, +/ =31 563-0* OlZ^-i+O. 204之+卜 2 . 

根据已知1984年的数据可以算得 Z 2002 = - 18 180, Z 2003 = 


一 3 277 .代入上式，得 

X 2004 =31 563-0. 01(-3277)+0- 204(-18180) = 27 887, 
X 2005 = 31 563+0. 204(-3277)=30895 (Z 2004 =0 ) ， 


X 


2006 


31 563 (2 咖 4 = 0 ， Z 2005 = 0). 


例 10 设有 ARMA (1,1) 模型 


X t +0* =26. 7+Z f _ 0. 2Z t -i » 

且已测得& 到乂 100 , 求预报 值久 100 ⑺， Z = l ，2,3. 

解由已知数据与公式(见主要内容二第3点），算得 Zi 
1. 3( 因为 g=l ，只要算一个白色噪声估计值).又 X 100 = 25,1. 


由模型方程得 X 
边取估计值，得 


26. 7—0. 3X^1^ ~hZ k+I —0* ， 两 




k+i 


26. 7— 0* 3X i+/ _ 1 一 0* 2Z 


k+i—\ 
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故 X 100 (1) = X 


0. 2Z- 


X 100 (2) = X 


101 =26. 7—0. 3X 100 - u 100 
26. 7-0. 3X25. 1—0. 2X1, 3 = 18.9 

= 26 - 7 — 0. 3Xir,i — 0* 2Z 


102 1 u 八 101 w * 101 

26, 7—0.3X18. 9 = 2L 0 (Z im =0) ， 


^ioo^3) = X 103 =26. 7_()• 3X 102 — 0. 2Z 102 

= 26. 7 0. 3X21 := 20. 4 (2m?~0). 


例 11 设有 ARMA(1，2) 模型 


X t — 0* 4X^! — Z t _0. 5Z t —i +0, 06 乙— 


2 


求预报公式. 


解法 1 用递推预报公式求.因为 


故 


< p ( B ) = 1 —0. 4B ， 6 ( B ) = 1-0. 5JB+0. 065% 

1—0, 5B+0. 06JB 2 




1— 0*48 


XI(1 —0. 5B + 0.06B 2 )(0. iBY = 


0 


0 


比较系数，得 = — 0* 1，G 2 = 0. 56 •又 < ~^2 = 0 ， = 朽，对 
1</<2,有 


x t+ 1 (l)' 


Gj 1 ~ 


%ay 


■cr 


_ 




+ 


.X, + 1 ( 2 )_ 


~°2 <Pl^ 


又 ( 2 )_ 


—g 2 一 


X 


jfe+i 


0. 


0. 56 0. 4 


rx * d ) 

_X a (2) 



0.1 


0.56. 


X 出 • 


当 C>2 时， X k ( l )= 9 l X k a - l )= 0 . 4 / " 2 X,(2). 

解法 2 用逆函数直接预报. 

当 l > q = 2 时，预报公式与解法1相同. 


当1</<2时，有 


KB) = 0- 1 - 1-2 h B 


1 - 0* 4B 


1-0. 5B + 0.06B 
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=(1-0* mY, [3(0-3V-2(a 2))]F 

oo 

= 1+2 [2(0. 2 ) y - (0. 3))] F . 

>=i 

比较系数，得 7, = (0. 3 y -2(0. 2)、 于是 

lf } = I } = iO. 3) J —2(0. 2 ) J , 

If = J , +1 + U (1) 

= C0. 3y +1 -2(0.2) ;+2 
+[0. 3—2(0. 2)][(0. 3) J '-2(0. 2) J ] 

= (0. 2)[(0.3) ; -(0. 2) J ], 

所以，预报公式为 

oo 

X ,( l ) = XI [( 0 ,3) ; _2( a 2)] x w —厂 

oo 

X,(2) = XI (0. 2)[(0. 3) i -2(0.2) i ]X w , i . 

第五节非平稳时间序列及其预报 


主要内容 

—、ARIMA 过程 
1. ARIMACp ，—) 过程 

设 d 是非负整数，如果 W = (l — 是 ARMA (/^) 过 
程，则称{X,}为 AR1MAC/)， 山 g ) 过程称为求和阶数. 

这时，{足}满足差分方程 

<p* (WX t =cp(B)(l-B) d X t =0(B) 乙， {Z t }-WN(0^ 2 ), 

其中 f (B)=^(B)(1 — B) d ，9J(Z) 和扒 Z) 分别为多阶自回归多项 
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式和 g 阶滑动平均多项式.多项式 f ( Z ) 在 Z ==1 有 d 重零点.过 
程是平稳的充要条件是 d =0, 此时即为 ARMA ( p ， g ) 过程. 
通常记 ▽ =1 一 B ， 并称之为差分 算子 . 差分方程记为 

下面给出用初值 X '， X 2 , X d 和平稳 
八1^4八(/>， 9 )序列{1}表示 ARIMAC /)， 山 9 )序列的常用表达式 
( X r = a ^+6+ Y t , { YJ 是平稳序列). 

当时，有 

X, = X 〗 + § (x^-xp =不 + 2 vx^ 

y SS 1 J — 1 

；=l i=i 

当 = 2 时，有 

x r = + 2 ▽、， VX ^ = vx 2 + S 

>=1 1=1 

得 X t = x 1 + 2( vx 2 + 2 v 2 x ^ 2 ) 

^'=1 i= 1 

=Xj + ( r — 2) V X 2 + S ( i — 1 — i ) y ,+ 2 . 

i=l 

一般形式为 

X t = § V - X , + § Ctm ^ 

i^O j = l 

= S CU^ ▽% + 免 Ctl^-xY^ , t>k^d. 

i=0 j = l 

2. ARIMA ( hAg ) 序列的预报方法 

X M = § c ;^., V *'x s y 1 0). 

i =0 ) = 1 

当3 = 1 时，有 X ,( Z ) = X , + 2^0)； 

j = l 

当 d = 2 时，有 
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X k Q) =X k + l{X k — Xh) + 袁 ; G +1 

二、 SRIMA 过程(季节性模型 ）' 

设 X t —7 n t -\- s t -\- Y t ♦ 

其中 m t 是趋势项 4 是季节项， K 是随机噪声. 

由于周期为 s ， 用差分算子 V , = ( l —汉）作季节差分，消除季 
节性影响.再作^阶差分消除趋势影响，从而得到平稳序列.故一 
般季节性模型为 

9 (B)V d V s X=0{B)Z t . 

又设 d 和 D 是非负整数，如果差分过后过程 

Y t =a-BYa~B s ) D 

是 ARMA 过程 

f ( B )^( B f ) y ,=^( B ) 0 ( B s ) Z f , { Z ,}〜 WN ( 0 ， t7 2 )， 

则称 U ,} 是周期为 s 的季节 ARIMACp ,^,(?) X ( P , D , Q ), 过程. 
其中 


9 (Z) = 1—%Z_ … 一 52 ^ ，中 (Z) = l —步 la Z —… ， 

9iZ) = 1 十仏 Z+ … + 夕 〆 9 ， ©(Z) = l +e x Z-\ - Y®^\ 

在实际应用中， D 很少大于 1 ， P，Q —般小于 3 . 

疑难解析 

非平稳时间序列及其预报有什么意义？ 

答实际问题中遇到的时间序列有许多不是平稳时间，有 
些具有趋势性变化，有些具有季节性周期变化，对于这些时间序 
列，我们要作季节性差分▽，消除季节性影响，作趋势性差分 
消除趋势性影响，从而化为平稳时间序列来预报.但非平稳时间 
序列及其预拫的过程与运算比较复杂，请读者阅读有关专著，以 
求了解. 
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方法、技巧与典型例题分析 


例1如果当 pe (— i ， i ) 时有 

( l -^ B )( l - B ) X f = Z ,, { ZJ - WNCO^ 2 ), 

写出I的表达式- 

解由题设知 U ,} 是 ARIMAC 1，1， 0) 过程 

t 

x t = x Q + J^y j , ^i, 

>=i 

oo 

其中 Y, = a-B)X t = J]<p j z 叶 

;=0 

例 2 设有非平稳模型 

a ~ B ) x ~ a - e l B ) z t , 

写出其预报式. 

解{足}是/>=0,3=1，9=1的非平稳序歹[].令 

y i =d~B)x / =x f -x l _ 1 = vx,, 

则 {Y,} 是 MA(l) 序列.已知 MA(1) 的预报公式是 

QO 

Y k a ) = 2 

j=i 

由于 d = 1，代入公式得 

oo oo 

x,(l) =X k — J^diY^ =X k - S^iVX^. 

i=i 
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附录补充知识 


我们在这里补充一些一般概率论与数理统计教材中没有提到而在随机 
过程课程中可能用到的概率论知识，同时介绍关于常系数线性差分方程求解 
的知识. 

一 、有关概率论的朴充知识 
1. < y - 代数与概率空间 

a - 代数定义设 F 为某一空间的子集所构成的集类，满足 

(1) fie ^ 

(2) 若 Ae 艽 则 Ae A 

(3) 若态 e 少，《 = i ，2, …，则0 a „ e ^ 

那么，集类 f 称为^域或波雷尔 (Borel) 域，也称为 a- 代数. 

^代数具有以下性质： 

(1) 空集0 6 % 

⑵若 A fl e 叉 n = i ，2, …，则 r \ A n e ^ 

H^l 

(3> 若九 e % « = i ,2 ，… ，则 u A rt e h a „ e 

1 «=1 

(4) 若 A rt e 多， n = 1，2,…，则 15^ e ^ lunA , 6 ^ 

记 R 1 为一维欧几里德空间，则一切形如 [ a ， b ) 的有界半开区间构成的集 
类所产生的 - 代数称为一维波雷尔 (J - 代数，记为 H 中包括一切开区 
间、闭区间、单个实数、可列个实数以及由它们经过可列次并、可列次交运算 
所得到的集. 

记 R ” 为71维欧几里德空间，则一切《维矩形构成的集类所产生的 (T - 代 
数称为《维波雷尔 a - 代数，记为乳. 

设为样本空间 ，，是 由样本空间刃的一些子集构成的一个<7 - 代数，则 
称 f 是事件域，7中的元素称为事件,称为必然事件，0称为不可能事件. 

槪率的公理化定义设02,列是可滴空间, F (_) 是定义在 f 上的实值 
函数，如果 

(1) 对任意 ^■，有 0< KA )<1， 

(2) PCO ) = 1, 
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(3) 若人， € A m — 1，2,…，且 A i A j = 0 t i 辛 j ， 


则有 P<U A„) = SKAJ- 

m=l 

则称 P 是 (fi， 刃上的概率,03, AP) 称为概率空间， KA) 为事件 A 的概率. 
2. 波雷尔函数 

设: y= gU) 是 R 1 到 R 1 上的一个映射，如果对任意实数 a， 均有 
{ x ig ix ) <a} € 则称 gix ) 是一元波雷尔函数. 

设 ：V = g(^i y ^2 ，…， 《r„) 是上的一个映射，如果对任意实数 a， 均有 

{ (A，x 2 ，… ， x n 、 tgixi ，工 2 ，…，工„) < a } €处， 则称发 (A ，々，…， A) 是《元 

波雷尔函数. 

一切连续函数都是波雷尔函数. 


若 f 是概率空间上的随机变量，而 gCz) 是一元波雷尔函数，则 
g ($) 是03,見 P) 上的随机变量.若(备，备 ，…， U 是概率空间 02，KP) 上的 
随机变量，则〆各 ，^， …， O 是 (m，P) 上的随机变量. 

3. 随机向量的数字特征 

设 /( x ) , g u ) 是 [a ， 6] 上的两个函数，则积分 £/u)d g u) (如果存在的 
话）称为 /(X) 关于 gU) 在 [ a ，6] 上的斯蒂尔吉斯积分，简称 S 积分： 


设/(工) ， 尽( X )是 (一 OO 


， oo) 


上的两个函数，若积分£ 


f ( x ) dgdx ) 存在，且 


极限 lim /(x)d^(x) 存在，则称此极限为 fix ) 关于 g(x) 在(一 oo,oo) 上 



的斯蒂尔吉斯积分，记为 fix ^ dgioo ). 


存在定理若/( X )在(一 m ,0 O ) 上连续有界， 〆 : T ) 在(一 00,00) 上单调 


有界，则 f ( x ) dg ( x ) 一定存在. 

J —-00 


设 Ra:) 是随机变量X的分布函数，若 P 丨 X | dF(x) <00, 则称 

J ― OO 


xdFU) 为随机变量X的数学期望，记为 E[X] 


jcdF(jc). 


若X是连续型随机变量，则 E[X] = x/(x)dx, 

J ― oo 

设 F(x) 是随机变量 X 的分布函数，对于随机变量 Y = g ( X )， 若 
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roc 


I gix) I dFU)< 


roo 


则 g(X) 的数学期望存在， £[ y ] 二 - g(x)dF(x\ 

J ~oo 

随机向量(毛，久 2 ，…， x „) 的数学期望定义为向量 OOMEC ^]，"- 
现足])，其中 


ELXJ 




roo 


x^dFCxi ，…， xj 


工 i . cLF^- ( 工 ,- ) 


其中 F x U ) 是 X ,的边缘分布函数, 


若 x = [ A ， x 2 ，… ，:? CJT 的密度函数是 / X ( x ) ，则 


£»] = MX] ， E[X 2 ] ， … ， EKJ1 

其中 X =[足， x 2 ，…， X J T ，或写为 


f*oo 


X/ x (X)dX, 


E [ x ] 


roo 


rcio 


J 


J 


[^1 ，工 2 ， … ，工 n ]T]/ (工 1 ，工 2 r mm ^x n }dx l dx 2 ”.dx rt ; 


D[X] = E{ (X- E[X]) (X - £tX]) T } 


/V 


r<x^ 


(足 —£00(3-£[']) 


• /( 工 1 ?x 2 ， … ， jOdZidx 〗 … dx^ 


n^<n 


或写为 


D [ X ] 


ro^ 


(X~ E[X])(X-E[X]) t /at(X)c1X. 


cm 是一个非负定阵. 

设 71 维随机向量 x = [&, X 2 , …， X ] T 的二阶中心矩存在，即 
Q =Cov(X t ,X,) - (E[(X t -E[X,])(X, -E[XJ), 


fCn 


则称方阵 


C 


12 


c 


21 


# ■ 


■ » « 


c 


lit 




* 


争 

_ 


_ 

蜃 

* 


lc nl 




厂 I 

^/»rt J 


为 n 维随机向量 X 的协方差阵.协方差阵是一个对称矩阵 . 

若有随机向量[不 ， x 2 ，… , xj T 和 y = [\ ， y 2 ，…, y „] T ，其联合密 
度函数为 fxy ( X , Y ) ，则协方差矩阵 

Cov[X,y] - E[ (X - E[X]) (Y - E[y] T )] 
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= r (x-£[x])(y-fty]) T / xy (x,y)dvdy 

J — CO 

是 nXm 矩阵，且 Cov[X，Y] = <Cov[V,X]) T . 

两个随机向量 x 和 y 的相关阵为 

E[XV t ] = E[(X-E[X] + E[X]) (Y— £[Y] + E[y]) T ] 

=Cov[x,y] 4 - E[x](£[：y]) T . 

若 X 和 Y 的协方差矩阵为零，则 E[xy T ] = E[X](E[y]) x ，称随机向量X与 
y 不相关. 

对于两个随机向量X =[兄 ，x 2 ，…,和 Y ，y 2 ，… x,] T ，在 

给定条件 y = y 下， x 的条件期望为 

*00 

£[X | y'] = Xf(X\ ))dX， 

J ― oo 

条件方差为 

DlX I y~] - E[<X-E[X| ^])<X-E[X | ^]) T ] 

= (X-E[X\ j])(X-E[X| yJ) T f(X | >OdX 

J ― oo 

4. 特征函数 

定义 设随机变量 X 的分布函数为 FCr) ， 则 

TOO 

<p(v) = £^>^] 二 d^dFU) 

J ^oo 

称为随机变量 X 的特 征函数 ，其中 ,X /为实参变量，为复随机变量.特征函 
数是一实变量 v 的复值函数，对一切实数V，都有 | 9 (v) |<1 .特征函数只与 
分布函数有关. 

若X是离散型随机变量，概率函数为 A ，则 

OO 

<p{v} = 

*-=i 

X 是连续型随机变量，密度函数为/(工),则 

*00 

<p{v) = 

J ― -Od 

随机变量X的特征函数是其概率密度函数的傅里叶逆变换，故 

-j roo 

fix) = y- <p(v)e- }Vx dx. 

— oo 

特征函数〆 v) 有以下 性质： 

(1) I |<^(0) = L 
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(2) 若随机变量 Y = oX+6, 其中为常数 ，则外 (r;) = e 一 < p x 、 av 、， 
其中，外 (v) 是 Y 的特征函数， 9^(x0 •是X的特征函数. 

(3) 特征函数在 R 1 域上一致连续. 

(4) 两个相互独立的随机变量之和的特征函数等于它们特征函数 
之积，即若 x+y, 则 

<P Z ^V) = <P X iv)<Py{v). 

(5) 若随机变量 X 有《阶绝对矩，则 X 的特征函数可微分《次，并在 

是时，有 

E[X*] = } c ^< p cky (0). 

(6) 对于任意的正整数 w ， 任意实数％，％，…，％以及任意实数 A ， 
又2， …， A „ ，有下式成立： 

n n 

2 2〆％ — > 0- 

i=i 

此性质称为特征函数的非负定性. 

下面是几种常见分布的特征 函数： 

单点分布(退化分布） < p 、 v 、 =妒 ic 为常 数)； 

0-1 分布 < piv ) =g + peT ; 

二项分布 B ( n ， p ) < p ( v ) = Cpe } v + qr ； 

泊松分布 < p ^ = ^ <eiM) » 

标准正态分布 < piv ) = e i Z/2 . 

波赫纳尔-辛钦定理 函数 〆 0是特征函数的充要条 件是： 9 { i ) 非负 

定、连续且 f (0) = 1. 

5, n 元特征函数 

« 维随机向量 X =(及，石，-"，足)'分布函数为 FCa c 2 ，•",&), 对 
任意《个实数巧， W ，％ ，定义 

〆 邛， R，."，％) •九V] 

= r …厂作，•"，〜） 

J —oo J — oo 

为 X 的 n 元特征函数.其矩阵形式为 

_ 

<piv) = E[exp(jv T X)] = exp(jv T X) /(X)dX, 

J R n 

其中 v = ( M ，％，…， x; rt ) T ，X = ( A ， x 2 ，…， x „) T •而 


* 
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fOO 


2 丌 _ 




exp( — jv X)<p( v)dv. 


n 元特征函数有以下 性质： 

( 1 ) <p{viv n 、 《 史 ( 0 ,…， 0 ) = 1 ， 

9( — M ， 一 X»2 ，•••，— = 9(^1 ，幻 2，•*•，％)• 

(2) ip ( v x jv 2 ，…， ％) 在 R rt 中 一 致 连续. 

(3) 若尤= (X”X 2 , … ， X n ) T 的特征函数是巧，…，％)，则随机变 

量 y = + a 2 X 2 +… 的特征函数为 

^( v ) = ^>( a 1 v 9 a 2 v ,"- 9 a n v ) 

(4) 若 9( 巧，％ ，…， v n ) 是随机向量（足 ， X 2 ， … ， X„) T 的特征函数，则 


k (0< k < n ) 维随机向量(不 ，足 ，…，不) T 的特征函数为 

V V (幻1，％，•••，巧 ） = ，巧 ，•” ，外，0，”.，()）• 

W … A 

(5) 若 < p ( v ,， v z ，…， vj 是 n 维随机变量(足 ， X 2 ，…，又) T 的特征函数， 
而随机变量足的特征函数是％ ( 0 ，: = 1 ， 2 ，…， n ，则 随 机变量 X lt X 2 , …， 
；相互独立的充要条件是 


9(巧，％，•"，％) = ( v )< p x ( V )…平 x (幻） • 

12 n 

⑹如果矩於…於]存在，则 

£[4 於…於 ] = j - 2 kj 色^* 4 ^’二 




dv\i dv k 2 2 —do k ^ 


Vi 


=Vz = mmn = v n — 0. 

6. 母函数 

■ 

设随机变量 X 的分布列为 九 = PU = 々 }j = o ， i ， …，称实变数 s 的实 

函数 


ip ( s ) = £[/] = 2 p k s k (― 1 ^ 1) 

Jfc^O 

为 X 的母函数 ,#1) = 1. 

任一取非负整数值的随机变量的母函数总是存在的，且在[一 i ， i ] 上一 
致连续. 

若 X 〜 Bittj 户) ， 则 (pCs) = (g + psY ； 

若 X 〜; r ( A )， 则私 s ) = 

母函数具有下列 性质： 
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(1) l 0( s ) i <^ l ) - L 

(2) 线性性.若 X 的母函数为 〆 s )， 则 Y = oX +6 的母函 数为化 ⑴ = 
s b 4> x (/). a ，6 为非负整数. 

(3) 若足， X 2 , …，; C 的母函数分别为& G )，0 2 G )， …，也（60，则入= 

n 

X x + X 2 +…+又的母函数为么 U ) = II 办 G ). 

*-=1 

(4) 若随机变量 X 的 n 阶矩存在，则其母函数的 G < n ) 阶导数 
^ is) 存在（丨川<1),且 X 的々阶矩可由母函数在 S = 1时的各阶导数表 
示，如 E [ X ] = ^(1) ? E [ X 2 ] - / a )+^ a ). 

(5) 由分布列可以唯一确定母函数，由母函数也可以唯一确定分布列 • 

oc 

如 X 的分布列为欠，々= 0，1，…，母函数为 _■)= 乏>/(| 5 |<1)，则 

Jt =0 

分布列 A = 告广⑼ • 

二维随机变量(足 , X 2 ) 取非负整数值，其分布列为 

pii,k) — P{Xi — i,X 2 — k ) , i,k — 0，1， … ，则定义其母函数为 

0(5! ,5 Z ) = EDfl * 5? 2 ] = 2 ， 

其中|<1, |5 2 |<1，也称之为双变置的母函数•双变量的母函数有以下 
性质： 

CD 对任意 & € [― € [― 1，1]，有 

| 0(5] 1^ 0(1，1) = 1. 

(2) 设必（0,办 （ s ) 分别为足及&的母函数，则 

ip{sA) = 01 (5) f = ipz (^). 

( 3 ) 若 x' 和; c 2 相互统计独立，则对于一切 5l e [- i ， i ] 及和 e [― u ]， 有 

，$2] = <fh (5 i )^(5 2 ). 

(4) 若随机变量 A + X 2 的母函数为 tpCs.s) ，当兄 与 X 2 相互独立时，足 
+ x 2 的母函数为 

ip{s,s) = (s)(pz ( 5 ). 

7 . 大数定律 

几乎处处收敛定义设是随机变量序列， X ( e ) 是随机变量，如果 

P {e:\xmXAe) = D} = 1 ， 

则称 {又 (以几乎处处（以概率 1) 收敛于 X ( e )， 记为 UmX = 或 


393 




X n —XU,e). 

依概率收敛定义设是随机变量序列,; ae) 是随机变量，若对 
任意实数 e>0, 有 

hmPie ： ! X„(e)-X(e) | > c} = 0, 

则 称{足(以 依概率收敛于 XU) ，记为X 上 X . 

设有一分布函数列 {KU)}， 若存在一个非降函数 FU)， 对于它的每个 
连续点: C， 都有 HmF„Oc) =尸00，则称分布函数列{厂(0：)}弱收敛于 F(x)， 

JT~»-00 

w 

记为 GU) — -FCr). 

依分布收敛定义设随机变量 足 (n = 1，2，…）及X的分布函数分别为 

W 

F ft (x)02 = 1，2,…）及 FU)， 若 KGr)—^FG：)， 则称 {XJ 依分布收敛于 
X， 记为尤 

r - 阶收敛定义 设对随机变量；0=1，2, …） 及; f 有 £[|及 r ]< oo , 
£[|X N <叫其中 r 为正常数，如果 lim £[| 足 一 X H = 0,则称 {及} 「阶收 

敛于X，记为 

随机变量序列的四种收敛性有如下 关系： 



mXJ 是⑴，况 P } 上的随机变量序列，具有有限的数学期望 E [ X W ], 
n = 1，2，"' 如果随机变量序列1；=丄玄 ( X * — 跹及])依概率收敛于零，即 

n t=*i 

limPU Y„-0 |<e} = 1, 

则称 {XJ 服从弱大数定律(简称大数定律). 

注意这里是先求概率后取极限. 

在同样条件下，如果随机变置序列 K i t (石 一 £[足])几乎处处 

n *-i 

收敛于零，即 
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P{ limY,, =0} = 1, 



则称服从强大数定律. 

注意这里是先取极限后求概率. 

常用的大数定律有契比雪夫大数定律、贝努利大数定律以及以下四个大 
数定律. 

(1) 泊松大数定律在一个独立试验序列中，事件 A 在第1次试验中出 
现的概率为 A ，以/4记在前《次试验中事件 A 出现的次数,则对任意 e > 0,有 

limP ( 也-么土 < e \ =L 
( n n ) 

(2) 马尔可夫大数定律设是随机变量序列，若 免 X k 
= 0,则 [XJ 服从大数定律. 

(3) 辛钦大数定律设 { XJ 是独立同分布的随机变量序列，且有有限 
的数学期望 E[XJ = «，则对任意的£ > 0,有 





* 


(4) 波雷尔强大数定律 设&是 n 次贝努利试验中事件 A 出现的次数， 


/>是事件 A 在每次试验中出现的概率，则 


= /))= L 

波雷尔强大数定律关于事件 A 的频率几乎处处收敛于概率/>的结论比 
贝努利大数定律的结论要强. 

8. 中心极限定理 

正极限定理设分布函数序列 { F „( x )} 弱收敛于某一分布函数 F ( x ), 
则相应的特征函数序列收敛于 FOc ) 的特征 函数 〆 W ， 且在 v 的任一 
有限区间内收敛是一致的. 

逆极限定理设特征函数序列收敛于某一函数，且 
在^ = 0连续，则相应的分布函数序列 { F n ( x )} 弱收敛于某一分布函数 
F ( x ) ，且 0 x 0 是 FU ) 的特征 函数. 

常用的中心极限定 理有： 林德伯格-列维中心极限定理、德莫弗-拉普 
拉斯定理和李雅普诺夫定理. 

二、常系数线性差分方程 

1. 设《(0为 t 的未知实函数，若 
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u ( t ) < p ^ u{t — 1) + •_• + < p p u{t — p ) =0， 

其中奶，界， …，％ 为实常数，则称方程为常系数线性齐次差分方程.若 

uit ) + uit — 1 ) 十" • + < p p u{t — />) = h { t ) ， 

其中为《的已知实函数，则称方程为常系数线性非齐次差分方程. 
2,延迟算子 3 B 满足 Bw ( t ) = 1), 并具有以下 性质： 

(1) 若 B ° w ⑴= u ( r )， 即 B ° = 1，称 B ° 为恒等算子. 

(2) 若 c 为常数，则 B [ cm (0] = cu ( t — 1). 

(3) 对任意两个函数列 { M (0} 和{心)}，有 

B [ w ( r ) 士 p ( t )] = Bu ( t ) ± Bv ( t ) = u(t — 1) 士 — 1). 

(4) B n u ( t ) = B” _1 — 1 )= … = u(t — n ). 


( 5 )( y]c k ^ ) ( m ( 0 ) = S]c k ^uU) — S]c k u(t — k\ 

t—i 是 =i i 

常系数线性齐次差分方程与非齐次差分方程的算子多项式形式分别为 



9 k 


) u ( f ) = 0 和 


i — 0 



9 k 


)uU) = h(t ), 




其中 




L 


3. 方程 A p +< piX p ~ l + …+ % = 0 或 = 0 称为常系数线性齐 

次(非齐次）差分方程的特征方程. 

常系数线性齐次差分方程的解有如下三种 情况： 

(1) 若 A p + 坍广 1 +…+ 朽 = 0有/»个相异的实根，心，…,，则齐 
次方程的解为 


M(0 = CiAl +c 2 A f 2 H - \-CpXpf 

其中 CmQ ，…， 0 为任意实常数. 

(2) 若特征方程的根 Ai ， A 2 ，…， A # 中有重根，设 Ai = A2 =…^ ，而 
A rf ^ +1 ，-, A , 为相异实根，则齐次方程的解为 

1^) = (。十“+…+〜 〆 -2 % +以+… + C 义， 

其中 q …,4为任意实常数. 

(3) 若特征方程的根；^ ， A 2 ，…， A p 中有复根，因为复根必然共轭成对出 
现，则齐次方程的解 1/(?) 中必含正弦项和余弦项. 

如特征方程有一对共轭复根々，记为 

Ai = a + 6 j = re 1 % X 2 = a —b) = re— % 
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则齐次方程的解中必含 

c x X[ +C2A2 = c x r^ +c 2 re— 

=^[(ci 4 - c 2 )coso>t +K(i — c 2 ) sin cot] 

= r l (DiCOSoti^ + jD 2 sinGu^) ^ 

其中 D } = q + c 2 ， D 2 = q — c 2 . 

上面讨论的解中含有个任意常数，称为常系数线性齐次差分方程 
的通解.当已知通解应满足的^个初始条件时，可求得常系数线性齐次差分 
方程的一个解. 

常系数线性非齐次差分方程的通解由相应齐次差分方程的通解与非齐 
次差分方程的一个特解构成. 

注意 方程 〆 Z ) = 1 + ^Z+ … + 9 ,Z，=0 即交 =0 ，矜 =1 的 

卜0 

根与特征方程 A p +灼 A p — 1 +…+ % = 0的根互为倒数. 
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